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Ueber das Doppler'sche Princip.

Von
W. Voigt.

Die Differentialgleichungen fiir die Oscillationen eines elastischen
incompressibeln Mediums sind bekanntlich:

0w

E‘F = w?Au
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g:: = w’Av 1)
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2:20 = o’Aw

worin o die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Oscillationen — genauner
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Wellen mit constanter
Amplitude — bezeichnet. Dabei ist vorausgesetzt, dab u, v, w die
Relation erfiillen :

ou Ov | Ow s

'é;'\l"‘é?'/‘ + F Plae 0. 1)

Es seien nun w = U, v = V, w = W Liosungen dieser

Gleichungen, welche an einer gegebenen Oberfliche f(z, y, 2)=0
gegebene von der Zeit abhingige Werthe U, ¥V, W annehmen, so
kann man sagen, daB diese Functionen U, V, W das Gesetz dar-
stellen, nach welchem die Oberfliche f = 0 leuchtet.

Nachrichten von der K. G.d. W, zu Gottingen, 1887. Nr.2. 4



42 W. Voigt,

Vertauscht man in U, V, W resp.
z mit § = xm, +yn, + 2p, —of
y mit g = am, +yn, + 2p, — B¢
2z mit { = am,+yn, +2p,— 1t
¢ mit v = ¢ — (az+by +c2)

2)

und bezeichnet die so erhaltenen Functionen resp. mit (0), (V),
(W), so 138t sich durch w = (U), v = (V), w = (W) ebenfalls
den Gleichungen (1) geniigen.

Denn man erhiilt z. B. fiir die erste von ihnen:

WG;TZU) (1—o* (@40 +¢) = o { () (mj+n§+p‘;’~ %;)
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+2 a;égé) <m3ml+n3n,+2%?1" ?)
+2§;—£—g—)—(m1mz+”l"2+p’p2— %?;)

—a a;(gg) am, +bn, + ¢p, — Z;‘%)

s a;(g) am, +bn, + op, — z@

a;(gc) am3+bn3+cp3—'£‘5)§

und diese ist, da ja sein muf:

*U)y _ /o), oU)  &(U)
am =\ g Tar T ov

erfiilllt, wenn folgende neue Gleichnungen bestehen:
2

o*(a? 4+ +¢) = m]+n]+p] — Lz

62
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= ms"'“i'*'?ﬁ""&?
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'ila == My Mg+ N, Ny -+ P, s

o 4
{;’a’ == My M, + N0, -+ P3P, )
2B

e = M My + 0N, +p, P,

a
Tn_z‘ = am1+bn1+cp1
% == am, + bn, + cp, 5)
a

7 = amy -+ bn, -+ cp,.

e

Nimmt man aBy als gegeben an, so hat man 12 verfiighare
Constanten, kann also iiber drei von ihnen willkiirlich verfiigen.

Die Auflosung erfolgt am bequemsten, wenn man voriibergehend
ein Coordinatensystem X,, Y, Z, benutat, fiir welches in den
Gleichungen (2) B und y verschwinden, a gleich x wird; d. h. ein
solches, dessen X -Axe in die Richtung fillt, deren Richtungscosinus
gegen X, Y, Z mit a, B, 7 proportional sind.

Es sei ferner gesetzt

m; +%f+20§ = Q3 M,/q, = Pas /0, == v,y D)0, =T,
@+ E =0, afd = p, bjd = v, c¢/d =,

dann sind p, v, = die Richtungscosinus von 4 Richtungen, die wir
durch 3, 8,, 8, und 8 bezeichnen wollen, gegen das System X,, ¥, Z..
Durch diese Einfihrungen werden unsere Gleichungen (3), (4)
und (5):
1 2 32 2 xa 2 2 r
“wd=Qx'—'—w—2=g2=93 3)

Palt g T VeV + T, = o TV v, + 7T, = L A A
d. h. cos(3,,8,) = €08 (8,,3,) = cos (3,,3,) = O 4

‘£
PRtV T = o Bt W T = ppet W A = 0
1

%€
d. h. cos (3,3) = e d cos (3,9,) = cos (6, 3) = 0. 5)

Nach (4') stehen die drei Richtungen 8,35, 8, zu einander senk-
recht, nach (5) fillt o, mit 3 zusammen, es muB also sein:
p=p,,v=vl,n=wlundﬁ;}——=l. 6)

0’q,d
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Dies in (3') eingesetzt bestimmt d und ¢, ¢, ¢,.
Man erhilt zunfichst, da nur positive Zeichen einen Sinn geben:

%*
g, = 1 oder —

d = —xgoder}—.
o [0}

Ich werde nur die erste Losung benutzen, da die zweite kein
Interesse bietet’); aus ihr folgt:

‘%

Vi-Z
7 d="é"§1=17%=‘23= 1""7”'?:%

®

Hiernach kionnen wir die Gleichungen (2) schreiben:

El =z +Yvntar —x = o, —x
. = (@wmtyv,+sm)g = by
) L= @ty tam)e = og
® *a
T o= t-"u';z"(f"xx'l"v:y"'%z) = '-"(;23"

wo fiir p,, v,, @, keine weiteren Bedingungeu mehr gelten, als die
aus ihrer Bedeutung als Richtungscosinus von drei auf einander
normalen, aber sonst ganz beliebigen Richtungen hervorgehenden.

Es konnen daher die mit a, b, ¢, bezeichneten Aggregate als
die Coordinaten der Stelle z, y, #, in Bezug aunf ein mit den Rich-
tungen 8, 8, 3, zusammenfallendes Coordinatensystem ABC ange-
sehen werden.

Jedes derartige System p,, v,, w, giebt eine Losung (U), (V),
(W) aus gegebenen U, ¥V, W. Nahmen U, ¥V, W an einer Ober-
fliche f (2, y, z) = 0 gegebene Werthe U, ¥, W an, so (U), (¥V),
(W) aus jenen ableitbare (T), (¥), (W) an der Oberfliche (f) =
f Gy n C) = 0, welche wegen der Werthe von £, 7, {, die Eigen-
schaft hat, sich mit gleichformiger Geschwindigkeit x parallel der
durch die Richtungscosinus p, v, =, gegebenen Richtung 3, oder 4
fortzuschieben. Die Losungen (U), (V), (W) geben also
die Gesetze, nach welchen gewisse in fortschreitender
Bewegung begriffene Oberflichen lenchten, wenn sie nur
noch der Bedingung

@U) a7

W _
o T 0y =0

0z

+

1) Augs ibr folgt ¢, = g; = O also auch my %, p,, mg n, py und hiernach
== 9 = 0.
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geniigen. Die beiden Oberflichen f = 0 und (f) = 0 sind der
Form nach nur identisch wenn ¢ = 1, d. h. x so klein gegen o
ist, daB «* neben o® vernachlissigt werden kann. Ist dies der Fall,
so sind sie nur durch ihre Lage gegen die Coordinatenaxen ver-
schieden. Durch geeignete Verfiigungen iiber die willkiirlichen Con-
stanten und die Functionen U, ¥, W kann man anschauliche specielle
Fille erhalten. Durch Transformation der Coordinaten gelangt man
dann zan dem wenigstens formell allgemeineren Falle, daB die Ver-
schiebung der Fliche nicht der A-Axe parallel, sondern beliebig ge-
richtet ist.

Wir verfolgen den speciellen Fall, daB die drei Richtungen 3,,
3,, 8 in die drei Coordinatenaxen X, Y,, Z, fallen, d. h.

P =9, =m =1,
Po = P v

Dann wird sehr einfach, der Form nach naturgemif mit (8)
identisch :

9)

v, = w = w, = 0 ist.

E, =2, —n

N = Y. 4

L = 24 10)
1. . '#T .

T = t*;{‘, wobei q = 1 —(—0—2. ist.

Die Bedingung (1') lautet in diesem Falle
0 (U
(1—g A9 _ * A0)

© ot

was sich ohne Weiteres vertauschen li8t mit

aU X aU ’
=) 5 = o 10)

Dies sagt aus, daB in U die Argumente # und ¢ nur in der Verbin-
dang (1—g) ¢ + %:E:“ oder garnicht vorkommen diirfen. Letateres ist

der Fall wenn U == 0 ist, d. h. wenn die fortgepflanzten Schwin-
gungen iiberall mormal zur Translationsrichtung der leuchtenden
Oberfléiche stehen.

Geht man von dem voransgesetzten speciellen Coordinatensystem
X, Y, Z zu dem allgemeinen X, Y, Z iiber, welches durch die
Relatmnen

Il

xl xa1+yp!+271
Y, = wa,+yB, + 2y,
& 20, +YB, + 27,

11)

I

f
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mit dem ersteren zusammen hingen mdge, so erbilt man schlieflich

§ = xQ+(xa1 +ypl +271)a1(1 "'Q)'—xalt
7 yq -+ (xal + Y8, +21,) B, a- q) — B, ¢
12) C=ag+ @ +yp+er)1,(1—9 —w,t

%
T o= t""?(xax +yB, +21,)-

I

Das ist die allgemeine Form (2) von der wir ausgegang®n sind, aber
mit vollstindig durch %, a, B,, 7, bestimmten Constanten, sie ent-
hilt das, was man gewShnlich unter dem Doppler’schen Princip ver-
steht, soweit dasselbe richtig ist.

Kann man hierin «* neben o vernachlissigen, so ist ¢ = 1
und man erhilt sehr einfach:

§ =z —uai
n = ?/"'xpxt
13) =2z —uwyt

T =1 Tz? (xa1 +y8, +271)'
Die Bedingung (1’) lautet hierbei:
, x 0
13) 0 = ?EZ(U&I + Vﬁx + WTl)

und ist bei den angenommenen Vernachlissigungen nur soweit zu
erfillen nothig, dab das in 3‘(; multiplicirte Glied von erster Ord-

nung wird.

Bewegt sich aufier der lenchtenden Oberfliiche auch der Beobachter,
etwa mit der constanten Geschwindigkeit " in einer durch die Rich-
tungscosinus o', §', 7* gegebenen Richtung, so sind die Verschiebungen
%, v, w, nur auf ein mit dem Beschauner bewegtes Coordinatensystem
X', Yy, Z' zu beziehen, also in (12) oder (13)zmit 2’ +«' a't, y mit
y ++' B¢ 2z mibt 2 +%'{'¢ zu vertauschen.

Wir machen von dem Gefundenen einige Anwendungen.

1) Sei eine Ebene parallel der YZ-Ebene in Schwingungen ver-
setzt nach dem Gesetz

W = Asin E%f,
so ist die nach der positiven X-Axe fortgepflanzte Bewegung ge-
geben durch:

W= Asing;-;(t—--g-).
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Machen wir hierin die Substitution nach (10) so ergiebt sich:

(W) = Asin—?ll,t—(l +_:T)<t——§;)'

Dies giebt fir z = x¢:

(W) = Asin 2;t< ——) = Asin 2113,# 14%)

wir haben also eine mit der (nur um eine GroBe zweiter Ordnung
2
von T verschiedenen) Schwingungsdauner 7' = T/(l -—%) schwin-

gende und dabei mit der Geschwindigkeit x parallel der X-Axe fort-
schreitendende (leuchtende) Ebene. Die fortgepflanzte Schwingung lifit
sich schreiben :

(W) = Asin——on (_*)( 2. 19

Wir erhalten also in der fortgepflanzten Welle eine im Verhaltnif
(1 — —;—) /1 verringerte Schwingungsdauer.
Bewegt sich auch noch der Beobachter, so gilt:

2 _ x'-l—x’t)
T

A (0 +%") K )
—Asm2ar<t T (0 —) (o) /"

Diese Formel giebt das Doppler’sche Princip fiir ebene Wellen.
Aber sie ist keineswegs allgemein giiltig, sondern setzt ganz wesent-
lich eine Wellenebene mit durchweg constanter Ampli-
tude voraus.

2) Sei dieselbe Ebene versetzt in Schwingungen nach dem
Gesetz :

(W) = Asin

2
—_— (uy+r2)——
W= de 7T g 250

T
— wie es dhnlich auftritt, wenn eine Welle mit urspriinglich con-
stanter Amplitude dureh ein Prisma ans einer absorbirenden Sub-

stanz gegangen ist —, dann gilt fiir die fortgepflanzte Welle:

2a{uyr)
W = Ae N sm__(t_ G)Worincd——\/l-}‘gﬁ-}—vz ist,
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Nimmt man hier die Substitution gemi8 (10) vor, so kommt, falls

\/l-— — = g gesetzt wird:

2 (uy +vs)g

= To gip 2% Y (2
(W) = sin { (1+ ) x(w + m2>].
Dies giebt fir z = x¢, falls man 7 = p/, —;— = v’ schreibt:
. 2”(”’7/+”Lfl - T
(Wy=4e °" sin——z—,,—, wo wiederum 7' = = ist,
1—

(!)2

also eine schwingende und zugleich fortschreitende Ebene; die fort-
gepflanzte Verriickung aber schreibt sich:

“e [+ ‘£

-4 oy 28 7y _ )

15) (w) e sin T’( =% =),
1—— 1——-;)—2

worin jetzt o = \/1+ (p*4-v%) ¢ ist.

Man bemerkt, daB hier ganz andere Gesetze gelten als durch das
Doppler'sche Princip gegeben sind, selbst wenn man sich auf die
erste Anndhrung beschriinkt und »*/w’® neben 1 vernachlissigt.

3) Ist die leuchtende Oberfliche eine sehr kleine Kugel vom
Radius R, welche nach dem Gesetz fiir den Drebungswinkel

2nt
27
um die X-Axe oseillirt, so sind in der Entfernung r = \/x*-}-/gf + 2

vom Kugelmittelpunkt die fortgepflanzten Drehungen ¢ gegeben
darch *):

R4 [ 2n r—R 2n(r—RB) 2n r—R
¢ =T s (t... I >+ T COS—T—(t_ ® }

0 = B (T o (20 )

worin

& = Asin=2"

2rn(r —R) _ 21r1)

T otg 7

1) W. Voigt, Crelles Journ. Bd. 89, 298.
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gesetzt ist. Es wird also n = —41-1— fir r = R und 5 = 0 wenn 7

sehr groB gegen die Wellenlinge Tw ist.
Die fortgepflanzten Verriickungen folgen ams ¢ durch:

U=0, V= -4z, W=dy;
wir setzen kurz:

U=0, V= MC, W= NC.

Setzt man hierin fiir z, y, # die Werthe £, %, { nach (10), so
wird der periodische Theil C:

=cos&1<t **—(\/(50‘“*'5)2+y +2—R)— ("z))

falls cotg 2= ("D : (V@ =t} +y* +7 — R) ist.

Fir (# —«)*+y*+4* = R* d. h. an der Oberfiliche einer
mit der Geschwindigkeit x parallel der X-Axe verschobenen Kugel

wird dies
= sin -—-<t(l — ———) ——\/R“‘——y —zz)

2 N R
also, da nach der Annahme ~ und = 5 zweiter Ordnung ist:
o? ®

© = sin 221,

(M) und (N) haben denselben Werth, als ob die kleine Kugel
um die zur Zeit ¢ erreichte Position z, = x¢ als Gleichgewichtslage
oscillirte. Wir erbalten demmach durch (U), (V), (W) die vor einem
in fortschreitender Geschwindigkeit » parallel der Richtung der Ro-
tationsaxe befindlichen durch Rotation »leuchtendem Punkte« ausge-
sandte Bewegung gegeben.

Die fortgepflanzten Wellenfliichen beurtheilen sich nach dem
Werth (17) fiir (C), der sich unter Einfihrung der relativen Coor-
dinaten gegen den bewegten leuchtenden Punkt &¢ = 2 —x¢, y = v,

2
2z == { schreiben 4Rt bei Vernachlissigung von i—; neben 1 und

fiir gegen Tw groBes r:

(0 = cos o (t= 25— - (VFFTTE—B)).

Nachrichten von derK. G.d.W. zu Gottingen. 1887. Nr. 2. 5



50 W. Voigt,
Die Wellenfiichen sind also Kugeln, aber nicht um den leuchtenden
Punkt, sondern eine um den -(—t—ten Theil ibrer Radien nach der der

Bewegung entgegengesetzten Richtung von ihm abliegende Stelle als
Centrum zu constrairen.

Ein rubender Beobachter wiirde also, da die Normale auf
der Wellenfliche durch die Beobachtungsstelle die Richtung angiebt,
in welcher die Lichtquelle wahrzunehmen ist, den lenchtenden Punkt

an der Stelle sehen, an welcher er sich vor der Zeit {; befand, oder

anders ausgedriickt: er wiirde, falls sein Radiusrector » mit der Be-
wegungsrichtung den Winkel ¢ einschlieBt, eine »Aberration« von

der Grobe —;:— sin ¢, in der der Bewegung des Punktes entgegenge-

setzter Ricktung wahrnehmen.
Was die fortgepflanzten Amplituden (M) und (N) angeht, so
haben sie an der Stelle # y # nach dem Obigen zur Zeit ¢ diejenigen
_ Werthe, als ob der lenchtende Punkt sich dauernd an der zu dieser
Zeit ¢ erreichten Stelle befunden hitte, wihrend doch die Wellen-
fliche in # y # die Form hat, als verharrte der leuchtende Punkt

an der zur Zeit { — —£~ erreichten Stelle. Es gehéren also Wellen-

fliche und Amplitnde nicht in dem Sinne, wie bei einem ruhenden
leuchtenden Punkte zusammen, letztere ist von der augenblicklichen,
erstere von einer verlassenen Position des leuchtenden Punktes ab-
hingig.

So giebt sich das eigenthiimliche Resultat, daB ein Beobachter
einen so bewegten lenchtenden Punkt constanter Intensitiéit, der sich zur
Zeit t in der Entfernung » von ihm befindet, in derjenigen Lage sieht,

welche er vor der Zeit —;L hatte, aber mit der Intensitit, wie sie

der augenblicklichen (groBeren oder kleineren) Entfernung
entspricht.

Die Anwendbarkeit der obigen allgemeinen Betrachtungen auf
Probleme der Optik ist beschrinkt durch die Nebenbedingung (1),
die auf die Formeln (10') und (18’) gefiihrt hat.

Eine solche Beschrinkung findet bei den analogen Problemen
der Akustik von Fliissigkeiten nicht statt. Denn fiir die fortge-
pflanzte Dilatation & gilt hier die einzige Bedingnng

i

pr o? Ad.
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Es giebt daher, wenn durch die Nebenbedinguungen 3 lings einer
gegebenen Oberfliche als beliebige Function der Zeit vorgeschrieben
ist, die Einfiilhruug einer der Substitutionen (10), (12) oder (13)
stets den Uebergang von der Wirkang einer ruhenden Schallguelle
zu derjenigen, welche sie in fortschreitender Bewegung begriffen
ausiibt.

Ist z. B. an einer sehr kleinen Kugel vom Radius R gegeben

B = f(1), so giebt sich die fortgepflanzte Dilatation:
_ R ( r-—R>
3 = ; flt— .

o

Die Substitution (10) giebt den EinfluB einer Translation der
stonenden« Kugel parallel der X-Axe. Die Discussion des Resultates
ist der unter 3) angestellten analog.

Universitit.
Preisstiftung der Wittwe Petsche.

Die von der theologischen Fakultit gestellte Aufgabe:
»Unter welchen leitenden Gesichtspunkten ist der Dekalog
im Ganzen wie im Einzelnen im Zusammenhange des kleinen
Lutherschen Katechismus unterrichtlich zu bebandeln 2«
hat eine Bearbeitung erfahren, die aber den Preis nicht erhalten
konnte. Jedoch soll dem Verfasser, wenn er sich meldet, eine Be-
lohnung nach § 8 der Statuten erteilt werden.

Gottingen, den 1. Mirs 1887.

Die theologische Fakultdt:
Wiesinger.

Bei der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften einge-
gangene Druckschriften.

Man bittet diese Verzeichnisse zugleich als Empfang: igen hen zu wollen.

o

Januar 1887.

Zeitschrift fir Naturwissenschaften. Folge 4. Band 5. Heft 4.
Leopoldina, Heft XXII. N. 23—24.
Jﬂﬁrl}ii(;;g’ der K. Akademie gemeinn. Wissenschaften zu Erfurt. Neue Folge.
e .
Jabresbericht des physikalischen Vereins zu Frankfart a. M. Rechnungsjahr
1883—1884.
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