22.

Weitere Studien iiber das Warmegleichgewicht
unter Gasmolekiilen.")
(Wien. Ber. 66. S.275—370. 1872))

Die mechanische Warmetheorie setzt voraus, daB sich die
Molekile der Gase keineswegs in Ruhe, sondern in der leb-
haftesten Bewegung befinden. Wenn daher auch der Korper
seinen Zustand gar nicht veridndert, so wird doch jedes einzelne
seiner Molekiile seinen Bewegungszustand bestindig verindern,
und ebenso werden sich die verschiedenen Molekiile gleichzeitig
nebeneinander in den verschiedensten Zustinden befinden.
Lediglich dem Umstande, daB selbst die regellosesten Vor-
ginge, wenn sie unter denselben Verhaltnissen vor sich gehen,
doch jedesmal dieselben Durchschnittswerte liefern, ist es zu-
zuschreiben, daB wir auch im Verhalten warmer Korper ganz
bestimmte Gesetze wahrnehmen. Denn die Molekiile der Korper
sind ja so zahlreich und ihre Bewegungen so rasch, daf uns
nie etwas anderes, als jene Durchschnittswerte wahrnehmbar
wird. Man mochte die RegelmaBigkeit jener Durchschnitts-
werte mit der bewunderungswiirdigen Konstanz der von der
Statistik gelieferten Durchschnittszahlen vergleichen, welche ja
auch aus Vorgingen abgeleitet sind, von denen jeder einzelne
durch ein ganz unberechenbares Zusammenwirken der mannig-
faltigsten iuBeren Umstinde bedingt ist: Die Molekiile sind
gleichsam ebenso viele Individuen, welche die verschiedensten
Bewegungszustinde haben, und nur dadurch, daB die Anzahl
derjenigen, welche durchschnittlich einen gewissen Bewegungs-
zustand haben, konstant ist, bleiben die Eigenschaften des
Gases unverindert. Die Bestimmung von Durchschnittswerten
ist Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Probleme

1) Vorliufiger Bericht iiber diese Arbeit Wien. Anz. 9. §.23.
8. Februar 1872. (Diese Arbeit bat [Abschnitt 4] eine Berichtigung er-
fahren. Siehe Nr. 83 Bd. III dieser Sammlung).
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der mechanischen Wirmetheorie sind daher Probleme der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es wire aber ein Irrtum, zu
glauben, daB der Warmetheorie deshalb eine Unsicherheit an-
hafte, weil daselbst die Lehrsitze der Wahrscheinlichkeits-
rechnung in Anwendung kommen. Man verwechsle nicht einen
unvollstindig bewiesenen Satz, dessen Richtigkeit infolgedessen
problematisch ist, mit einem vollstindig erwiesenen Satze der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung; letzterer stellt, wie das Resultat
jedes anderen Kalkiils, eine notwendige Konsequenz gewisser
Pramissen dar, und bestatigt sich, sobald diese richtig sind,
ebenso in der Erfahrung, wenn nur geniigend viele Fille der
Beobachtung unterzogen werden, was bei der enormen Anzahl
der Korpermolekile in der Wirmetheorie immer der Fall ist.
Nur scheint es hier doppelt geboten, bei den Schlissen mit
der groBten Strenge zu verfahren. Will man daher nicht bloB
beildufige Werte der in der Gastheorie vorkommenden GréBen
mutmaBen, sondern eine exakte Theorie derselben in Angriff
nehmen, so muB vor allem die Wahrscheinlichkeit der ver-
schiedenen Zustinde bestimmt werden, welche an einem und
demselben Molekiile im Verlaufe einer sehr langen Zeit und an
den verschiedenen Molekillen gleichzeitig vorkommen, d. h. es
muB berechnet werden, wie sich die Zahl jener Molekiile,
deren Zustand zwischen gewissen Grenzen liegt, zur Gesamt-
anzahl der Molekiile verhalt. Es wurde dieses Problem bereits
von Maxwell und mir in verschiedenen Abhandlungen be-
handelt, ohne daB jedoch bis jetzt eine vollstindige Losung
gelungen wire. In der Tat scheint dieselbe namentlich in
dem Falle, wo jedes Molekil wieder aus mehreren materiellen
Punkten (den Atomen) besteht, sehr schwierig, da man die
Bewegungsgleichungen bereits fiir einen Komplex von drei
Atomen nicht mehr zu integrieren vermag. Allein bei niherer
Betrachtung erweist es sich als doch nicht so unwahrscheinlich,
daB sich jene Wahrscheinlichkeit aus den bloBen Bewegungs-
gleichungen ohne deren Integration wird ableiten lassen. Denn
die zahlreichen einfachen Gesetze iiber das Verhalten der Gase
zeigen, daB der Ausdruck fiir jene Wahrscheinlichkeit gewisse
allgemeine, von der speziellen Natur der Gase unabhingige
Eigenschaften besitzen muB, und gerade derartige allgemeine
Gesetze lassen sich nicht selten schon aus den blofen Be-
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wegungsgleichungen ableiten, ohne dafB deren Integration dazu
erforderlich ware. In der Tat gelang es mir, das Problem fiir
Gasmolekille, die aus beliebig vielen Atomen bestehen, der
Losung zuzufiihren. Ich will jedoch hier, der besseren Uber-
sicht halber, zunichst den einfachsten Fall behandeln, daB
jedes Molekiil ein einzelmer materieller Punkt ist. Hieran
schlieBe ich dann erst den allgemeinen, in dem iibrigens die
Durchfithrung der Rechnung im Wesen ganz dieselbe ist.

1. Betrachtung einatomiger Gasmolekiile.

Sei irgend ein Raum mit sebhr vielen Gasmolekiilen er-
fiillt, deren jedes ein einfacher materieller Punkt ist. Jedes
Molekiil fliege wihrend des grofiten Teiles der Zeit geradlinig
mit gleichférmiger Geschwindigkeit fort. Nur wenn sich zwei
Molekiile zufillig sehr nahe kommen, beginnen sie aufeinander
einzuwirken. Ich nenne diesen Vorgang, wahrend dessen zwei
Molekiile aufeinander einwirken, einen ZusammenstoB der beiden
Molekiile, ohne daf jedoch dabei an einen StoB elastischer
Korper zu denken ist; die wihrend des ZusammenstoBes wirk-
samen Krafte kénnen vielmehr ganz beliebig sein. Selbst wenn
zu Anfang der Zeit alle Molekiile dieselbe Geschwindigkeit
besessen hitten, wiirden sie dieselbe im Verlaufe der Zeit
nicht immer beibehalten. Infolge der ZusammenstoBe werden
vielmehr einige Molekille grifere, andere kleinere Geschwindig-
keiten annehmen, bis sich endlich eine solche Verteilung der
Geschwindigkeiten unter den Molekiilen hergestellt hat, daB
dieselbe durch die ZusammenstiBe nicht weiter veridndert
wird. Bei dieser schlieBlich sich herstellenden Geschwindigkeits-
verteilung werden im allgemeinen alle moglichen Geschwindig-
keiten von Null bis zu einer sehr grofen Geschwindigkeit
vorkommen. Die Zahl der Molekiile, deren Geschwindigkeit
zwischen v und » 4 dv liegt, wollen wir mit #(»)dv bezeichnen.
Dann bestimmt uns also die Funktion # die Geschwindigkeits-
verteilung vollstindig. Fiir den Fall einatomiger Molekiile,
den wir jetzt betrachten, fand bereits Maxwell fir F(v) den
Wert 4 v2e- 3%, wobei 4 und B Konstanten sind, so daf also
die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Geschwindigkeiten
durch eine dhnliche Formel gegeben wird, wie die Wahrschein-
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lichkeit der verschiedenen Beobachtungsfehler in der Theorie
der Methode der kleinsten Quadrate. Der erste Beweis jedoch,
den Maxwell fir diese Formel gab, wird von ihm selbst als
unrichtig bezeichnet. Spiter gab er zwar einen sehr eleganten
Beweis dafiir, daB, wenn man die obige Geschwindigkeits-
verteilung einmal unter den Gasmolekiilen hergestellt hat,
dieselbe in der Tat durch die ZusammenstdBe nicht weiter
verdndert wird. Er sucht auch zu beweisen, daB es die einzige
Geschwindigkeitsverteilung von der betrachteten Eigenschaft
1st. Allein der letztere Beweis scheint mir wieder Fehlschliisse
zu enthalten.’) Es ist somit noch nicht bewiesen, daB, wie

!) Erstlich sollte Maxwell eigentlich beweisen, daB ebensooft
ein Paar von Molekiilen ihre Geschwindigkeit von 04, OB in 04’, OB
verwandeln, wie umgekehrt, wihrend er tatsiichlich nur davon spricht,
daB ein Molekiil ebensooft seine Geschwindigkeit von O 4 in O 4’, als
von 04’ in O 4 verwandelt; dann behauptet Maxwell, daB, wenn die
Geschwindigkeit O4 &fter in 04’ als umgekehrt iibergehe, um ebenso-
viel &fter die Geschwindigkeit O 4’ in 0 4” als umgekehrt iibergehen
miisse, weil sonst dic Anzahl der Molekiile mit der Geschwindigkeit 04’
nicht konstant bleiben konnte, welcher SchluB nur erlaubt wire, wenn
die Geschwindigkeit O A" in gar keine andere, als 04 und 04" iiber-
gehen konnte. In der Tat kann nur geschlossen werden, daB eine oder
mehrere Geschwindigkeiten 0A”, 04 ... existieren, in welche die
Geschwindigkeit O 4" Gfter fibergent, als umgekehrt. Um endlich zu be-
weisen, daB es nicht moglich sei, daB die Geschwindigkeit eines Molekiils
dfter von OA in 04’ als umgekehrt iibergehe, sagt Maxwell, dasselbe
miifte sonst eine in sich zuriicklaufende Reihe von Geschwindigkeiten
OA, 04, 04”... OA lieher in der einen, als in der umgekehrten
Ordnung durchlaufen. Dies konne aber nicht sein, denn es lieBe sich
kein Grund angeben, behauptet er, weshalb das Molekil diesen Zyklus
lieber in der einen als in der anderen Ordnung durchlaufe. Diese letztere
Behauptung aber scheint mir das zu Beweisende als schon bewiesen
anzunehmen. Denn nehmen wir bereits als bewiesen an, daB sich die
Geschwindigkeit eines Molekiils ebensooft von 04 in 0A4’, wie um-
gekehrt, verwandelt, dann wiire freilich kein Grund, warum es diesen
Zyklus lieber in der einen, als in der anderen Ordnung durchlaufe.
Nehmen wir dagegen den zu beweisenden Satz noch nicht als erwiesen
an, so wire gerade die Tatsache, daB sich die Geschwindigkeit eines
Molekiils lieber von O4 in 04’, als umgekehrt, lieber von 04’ in Q0.4”,
als von 04" in O A’ usw. verwandelt, der Grund, weshalb dasselbe jene
Reihe von Geschwindigkeiten lieber in der Ordnung 04, 0 4’, 0A4”... O A,
als. in der umgekehrten durchlaufen wiirde. Beide Vorginge sind ja
nichts weniger als identisch. Es kann daher auch nicht a priori auf ihre
gleiche Wahrscheinlichkeit geschlossen werden.




320 22. Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen.

immer der Zustand des Gases zu Anfang gewesen sein mag,
er sich immer dieser von Maxwell gefundenen Grenze nihern
muB. FEs konnte sein, daB es auBer dieser noch verschiedene
andere mogliche Grenzen gibt. Dieser Beweis gelingt aber
leicht mittels der Auffassungsweise des Problems, zu deren
Auseinandersetzung ich jetzt schreiten will, und welche zudem
den Vorteil bietet, daB sie sich direkt auf mehratomige Molekiile,
also auf den in der Natur wahrscheinlich allein vorkommenden
Fall iibertragen laBt.

Ich beginne damit, das Problem nochmals genau zu definieren.
Gesetzt also, wir hiitten irgend einen Raum R, in demselben
befinden sich sehr viele Gasmolekiile. Jedes Molekiil ist ein
einfacher materieller Punkt, der sich in der bereits geschilderten
Weise bewegt. Wahrend des groBten Teiles der Zeit fliegt
er geradlinig mit gleichformiger Geschwindigkeit fort. Nur
wenn sich zwei Molekiile sehr nahe kommen, beginnen sie auf-
einander zu wirken. Das Wirkungsgesetz der Krafte, die
wihrend eines ZusammenstoBes wirksam sind, muB uns natiir-
lich gegeben sein. Ich will aber beziiglich desselben gar keine
beschrinkende Annahme machen. Es kann uns gegeben sein,
daB zwei Molekiile wie elastische Kugeln voneinander abprallen;
es kann uns auch jedes beliebige andere Wirkungsgesetz gegeben
sein. Beziiglich der GeféBwinde, welche das Gas umschlieBen,
will ich jedoch voraussetzen, daB die Molekiile an denselben
wie elastische Kugeln reflektiert werden. Es wiirde da auch
jedes beliebige Wirkungsgesetz dieselben Formeln liefern. Aber
es vereinfacht die Sache, wenn wir uns iitber das GefaB diese
spezielle Vorstellung machen. Wir stellen uns nun folgendes
Problem: Es sei zu Anfang der Zeit also fir £ =0, der Ort,
die Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrichtung jedes
unserer Molekille gegeben. Es wird gefragt, welches ist der
Ort, die Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrichtung
jedes Molekiils nach Verlauf einer beliebigen Zeit & Da uns
die Gestalt des GefiBes R, sowie das Wirkungsgesetz der
wihrend der ZusammenstéBe wirksamen Krafte gegeben ist,
s0 ist dieses Problem npatiirlich ein vollstindig bestimmtes.
Es ist jedoch klar, daB es in dieser Allgemeinheit nicht voll-
standig auflosbar ist. Die Liosung wird aber eine viel leichtere,
wenn wir an die Stelle dieses ganz allgemeinen Problems nur
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ein etwas Spezielleres setzen. Nur zwei ganz in der Natur
der Sache liegende Beschrinkungen wollen wir da hinzunehmen.
Es ist zunichst klar, daB nach Verlauf einer sehr langen Zeit
fir die Geschwindigkeitsrichtung eines Molekiils jede Richtung
im Raume gleich wahrscheinlich sein wird. Handelt es sich
daher bloB darum, die nach langer Zeit sich herstellende Ge-
schwindigkeitsverteilung zu finden, so konnen wir annehmen,
daB schon zu Anfang jede Geschwindigkeitsrichtung gleich
wahrscheinlich gewesen sei. Es kann der allgemeinste Fall
auf keine anderen schlieBlichen Zustandsverteilungen fiihren,
als dieser speziellere. Dies sei die erste Beschrinkung, welche
wir machen wollen. Die zweite sei, daB die Geschwindigkeits-
verteilung schon zu Anfang der Zeit eine gleichférmige ge-
wesen sei. Ich muB da zuniichst erkliren, was ich unter einer
gleichférmigen Geschwindigkeitsverteilung verstehe. Ks wird
fiir die Folge besser sein, statt der Geschwindigkeit die lebendige
Kraft eines Molekils einzufihren. Tun wir das gleich jetzt.
Es sei = die lebendige Kraft eines unserer Gasmolekiile, so
daB also z = m»?/2 ist. R ist der gesamte Raum, in dem
unser (ras eingeschlossen ist. Konstruieren wir in diesem
Raume R einen kleineren (r will ich ihn nennen), dessen Gestalt
ganz beliebig ist, dessen Volumen aber gleich eins sein soll
Wir setzen voraus, daB im Raume r noch immer sehr viele
Molekile sind, daB also seine Dimensionen groB gegen die
mittlere Distanz zweier Nachbarmolekille sind, worin keine
Beschrinkung liegt, da wir ja die Volumeinheit so groB wihlen
konnen, als wir wollen. Die Anzahl der Molekiile im Raume 7,
deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen z und z + dz liegt,
will ich mit f(z, #)dz bezeichnen. Dieselbe wird im allgemeinen
davon abhingen, wo ich den Raum » im Raume & konstruiere.
Es konnten sich z. B. rechts im Raume Z die schnelleren,
links die langsameren Molekiile befinden. Dann wiirde die
Anzahl f(z, {)dz verschieden ausfallen, je nachdem ich den
Raum r rechts oder links im Raume R konstruiere. Wenn
nun dies nicht der Fall ist, wenn die Aunzahl f(z, {)dz zu
einer gegebenen Zeit vollkommen gleich ausfillt, wo immer
ich den Raum r im Raume R konstruieren mag, so sage ich,
die Verteilung der lebendigen Kraft sei zur Zeit ¢ eine gleich-

formige, d. h. also nichts anderes, als die Molekille mit den
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verschiedenen lebendigen Kriften sind gleichférmig untereinander
gemischt. Es sind nicht rechts die schuelleren, links die lang-
sameren, oder umgekehrt. Es ist da wieder klar, daB nach
Verlauf einer sehr langen Zeit die Verteilung der lebendigen
Kraft eine gleichformige wird; denn dann ist ja jeder Ort im
Gase gleichberechtigt. Die Wande storen nicht, da an ihnen
die Molekiile wie elastische Kugeln reflektiert werden; also
geradeso von ihnen zuriicktreten, als ob der Raum jenseits
der Wiande von gleich beschaffenem Gase erfillt ware. Wir
konnen daher wieder annehmen, daB schon zu Anfang der Zeit
die Geschwindigkeitsverteilung eine gleichformige war. Dies,
sowie die gleiche Wahrscheinlichkeit jeder Geschwindigkeits-
richtung zu Anfang der Zeit sind die beiden beschrinkenden
Annahmen, unter denen wir zunichst das Problem behandeln
werden. Es ist klar, daB diese beiden Bedingungen dann
auch fir alle folgende Zeit erfillt sein werden, daB also der
Zustand des Gases zur Zeit ¢ durch die Funktion f(z, ¢) voll-
stindig bestimmt ist. Gegeben sei uns der Zustand unseres
Gases zu Anfang der Zeit, also f(z, 0). Gefunden soll werden
der Zustand nach Verlauf einer beliebigen Zeit ¢, also f(z, 7).
Der Weg, den wir da einschlagen werden, ist derselbe, den
man in dhnlichen Fillen immer einschlagt. Wir berechnen
zuerst, um wieviel sich die Funktion f(z, #) wihrend einer
sehr kleinen Zeit z verindert; hierdurch erhalten wir zundchst
eine partielle Differentialgleichung fir f(z, 2); dieselbe muB
dann so integriert werden, daB f fir =0 den gegebenen
Wert f(z, 0) annimmt. Wir haben also jetzt eine doppelte Auf-
gabe vor uns, erstens die Aufstellung der partiellen Differential-
gleichung und zweitens deren Integration. Wenden wir uns
suerst an die erste Aufgabe. f(z, §)dz ist die Zahl der
Molekiile in der Volumeinheit, deren lebendige Kraft zur Zeit ¢
zwischen z und z 4+ dz liegt. Solange ein Molekill mit keinem
anderen zusammenstoBt, behiilt es seine lebendige Kraft un-
verindert bei. Wiirden also keine ZusammenstoBe erfolgen,
so wiirde sich die Zahl der Molekiile, deren lebendige Kraft
gwischen z und z 4+ dz liegt, also f(z, {) gar nicht &ndern;
diese Funktion @ndert sich bloB durch die ZusammenstobBe.
Wollen wir daher die Veranderung dieser Funktion wahrend
einer sehr kleinen Zeit = erfahren, so miissen wir die Zusammen-
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stoBe wihrend dieser Zeit der Betrachtung unterziehen. Be-
trachten wir cinen ZusammenstoB, vor welchem die lebendige
Kraft des einen der stoBenden Molekille zwischen zr und z+4dx,
die des anderen zwischen z’ und z’+ dz’ liegt. Dadurch ist
natiirlich die Natur des ZusammenstoBes noch keineswegs voll-
kommen bestimmt. Je nachdem derselbe ein zentraler oder
mehr oder weniger schiefer ist, kann vielmehr die lebendige
Kraft des einen der stoBenden Molekiile nach dem Zusammen-
stoBe noch gar mannigfaltige Werte haben. Setzen wir voraus,
dieselbe liege nach dem ZusammenstoBe zwischen § und §+4d§;
dann ist aber die lebendige Kraft des zweiten Molekiils nach
dem ZusammenstoBe bestimmt. Bezeichnen wir letztere mit &,
$0 ist némlich nach dem Prinzip der Erhaltung der lebendigen
Kraft

m za=E+ &

die Summe der lebendigen Kraft beider Molekiile vor dem
StoBe ist gleich der Summe der lebendigen Kraft beider
Molekille nach demselben. Wir kdnnen uns die Grenzen,

zwischen denen die unseren ZusammenstoB charakterisierenden
Variabeln liegen, durch folgendes Schema darstellen: -

a b
(A) vor dem StoBe ...z, z4+dxr 2,2+ d=,
nach ,, ,, ...&§&+dE.

Unter der Rubrik a steht die lebendige Kraft des einen,
unter der Rubrik & die der anderen der zusammenstoBenden
Molekiile. Es fragt sich jetzt, wie viele ZusammenstoBe ge-
schehen wihrend der Zeit z in der Volumeinheit so, daf die
lebendige Kraft der stoBenden Molekiile zwischen den durch
das Schema (A) dargestellten Grenzen liegt. Die Anzahl dieser
ZusammenstoBe soll mit drn bezeichnet werden. Die Bestimmung
dieser Zahl d» kann nur in recht weitliufiger Weise durch
Betrachtung der relativen Geschwindigkeit beider Molekiile
geschehen. Da diese Betrachtung auBer jhrer Weitlaufigkeit
nicht die mindeste Schwierigkeit, aber auch kein besonderes
Interesse hat, und ihr Resultat so einfach ist, daB man fast
sagen mochte, es verstehe sich von selbst, so will ich mich
begniigen, hier dieses Resultat mitzuteilen. Dasselbe besteht
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in folgendem: Diese Anzahl dn ist erstens proportional der
Zeit 7; je linger diese Zeit = ist, desto mehr ZusammenstioBe
der betrachteten Art erfolgen wihrend derselben; natiirlich nur,
solange 7 sehr klein ist, so daB sich der Zustand des Gases
wiahrend = nicht merklich dndert. Zweitens ist dn proportional
der GroBe f(x, t)dz; dies ist ja die Zahl der Molekiile in der
Volumeinheit, deren lebendige Kraft zwischen = und z + d=z
liegt; je mehr solcher Molekiile sich in der Volumeinheit be-
finden, desto ofter stoBen sie in der betrachteten Weise zu-
sammen. Drittens ist d» proportional f(z',¢)dz'; denn was
von dem einen der zusammenstoBenden Molekiile gilt, gilt
natirlich auch vom anderen. Das Produkt dieser drei
GroBen muB noch multipliziert werden mit einem gewissen
Proportionalititsfaktor, von dem man leicht einsieht, daB er
unendlich klein, wie d£ sein muB. Derselbe wird im all-
gemeinen von der Natur des ZusammenstoBes, also von den,
den ZusammenstoB bestimmenden Grofen xz, z° und £ abhingen.
‘Wir wollen, um alles dies auszudriicken, den Proportionalitits-
faktor mit 4.y (z, «, §) bezeichnen, so daB wir also
haben:

@) dn=t.f(z,t)dz-f(z,t)dz . dEp(z,7,§).

Dies ist das Resultat, zu dem die exakte Betrachtung des
Vorganges des ZusammenstoBes fithrt, durch welche sich natiirlich
auch die Funktion v bestimmen 1iBt, sobald das Wirkungs-
gesetz der Molekiile gegeben ist; denn diese Funktion vy hingt
natiirlich von dem Wirkungsgesetze ab. Da wir jedoch diese
Funktion v nicht brauchen werden, so wire ihre Bestimmung
hier iiberfliissig. Wir wollen jetzt in dem durch die Gleichung (2)
gegebenen Ausdrucke fiir dn die GroBe » konstant lassen,
nach z' und & aber iiber alle moglichen Werte dieser GroBen
integrieren, d. h. beziiglich £ von Null bis z + 2', beziiglich 2’
von Null bis Unendlich. Das Resultat dieser Integrationen
bezeichne ich mit fd=; so ist also:

wztz

fdn = f(z, t)d.rf ff(x’t)xp(x, z,§)d dE.
o 0

Da z fir die beiden Integrationen als konstant zu be-
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trachten ist, so komnen wir f(z, ¢) auch unter die beiden
Integralzeichen schreiben, und erhalten:
wz+z

@) [dn=zds [ [fle,0)f(zt)y (7, & ds a8
0 (4]

Was ist nun diese GréBe fdn? Wir baben = konstant
gelassen. Die lebendige Kraft eines Molekiils vor dem StoBe
bleibt also zwischen den Grenzen x und z + dz eingeschlossen.
Beziiglich aller iibrigen Variabeln aber haben wir iiber alle
moglichen Werte derselben integriert. Alle iibrigen Variabeln
sind also keiner beschrinkenden Bedingung mehr unterworfen.
Es ist also fdn einfach die Zahl der ZusammensttBe, welche
in der Volumeinheit wihrend der Zeit z so geschehen, dab
vor denselben die lebendige Kraft eines Molekils zwischen z

) Anstatt die Grenzen eines bestimmten Integrales wirklich hinzu-
schreiben, kann man dieselben noch in verschiedener Weise bestimmen,
z. B. durch Ungleichungen. In dem bestimmten Integrale der Formel (3)
ist z als Konstante zu betrachten. Die beiden Integrationsvariabeln sind
«’ und &; dieselben kénnen nur positive Werte inklusive Null annehmen,
denn es sind lebendige Krifte, und zwar muB auch z + 2’ — § =0 sein; denn
x + 2’ — £ ist die lebendige Kraft des zweiten Molekiils nach dem Zusammen-
stoBe, andererseits ist klar, daB alle positiven %" und &, fiir welche auch
z + 2 — & positiv ausfillt, moglichen ZusammenstiBen entsprechen; also
innerbalb der Integrationsgrenzen liegen. Dic drei Ungleichungen

(3a) 2=0,(=0,z+2—-§50

definieren uns also ebenfalls die Integrationsgrenzen des Integrales der
Formel (3) unzweideutig. Es empfiehlt sich diese Methode der Grenz-
bestimmung dadurch, daB sie die Rechnung oft bedeutend abkiirzt. Eine
dritte Methode der Grenzenbestimmung ist die =
geometrische. Man trigt die Integratioms- b
variabeln auf rechtwinkligen Koordinatenachsen

auf und bestimmt die Fliche, iiber welche zu
integrieren ist. Tragem wir in unserem Falle

auf der Abszissenachse O X' die Variable =/, auf
der Ordinatenachse O 5 die Variable £ auf, so
erhalten wir die Fliche, iiber welche zu inte- "
grieren ist, indem wir 04 =2 machen, und =4
die Gerade 4B ins Unendliche und unter 45° Fig. 1.

gegen die Koordinatenachsen geneigt ziehen.

Das unendliche Trapez X’ O A B ist dann die Fliche, iiber welche die
Integration zu erstrecken ist. Die letztere Art, die Grenzen darzustellen,
zeichnet sich namentlich durch ihre groBe Anschaulichkeit aus.
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und z +dz liegt. Durch jeden dieser ZusammenstoBe verliert
ein Molekiil diese lebendige Kraft, folglich wird durch jeden
dieser ZusammenstoBe die Zahl der Molekiile, deren lebendige
Kraft zwischen z und x4+ d= liegt, um einsvermindert.!) Im ganzen
geschehen wihrend der Zeit z in der Volumeinheit fdn solcher
ZusammensidBe. Im ganzen wird also jene Zahl um fd=n ver-
mindert. Die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit, deren
lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen = und z + dx lag, ist aber,
wie wir wissen, f(z, ¢)d z; wihrend der Zeit r wird sie infolge
der eben betrachteten ZusammenstéBe um fdn vermindert,
wir miissen also f'dn von f(z, ¢)dz abziehen. Wir haben bis
jetzt bloB die ZusammenstdBe beriicksichtigt, durch welche ein
Molekiil eine lebendige Kraft, die zwischen x und x 4 d = liegt,
verliert, durch welche also f(z, t)dz vermindert wird. Wir
milssen jetzt noch jene betrachten, durch welche ein Molekiil
eine solche lebendige Kraft gewinnt, durch welche also f(z,#)dz
vermelirt wird. Bezeichnen wir die Zahl dieser letzteren Zu-
sammenstdBe mwit Sd», so mub also fdv zu f(z, {)dz addiert
werden; in der Summe
4) flz,t)dx — fdn+ fdv

ist das erste Glied die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit,
deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen r und z+ dz lag;
davon ist subtrahiert die Zahl der Molekiile, welche wihrend
der Zeit r diese lebendige Kraft verlieren, addiert die Zahl
der Molekiile, welche wahrend der Zeit z diese lebendige Kraft
gewinnen. Das Resultat ist offenbar die Zahl der Molekiile,
welche zur Zeit ¢4z diese lebendige Kraft haben, also
flz, t+ )dz. Wir erhalten somit: '

(5) flz,t+ t)dz = f(z, t)dz — fdn 4 [dv.

1) Ausgenommen sind hiervon jeme ZusammenstdBe, bei denen auch
nach dem StoBe die lebendige Kraft eines oder gar beider Molekiile
zwischen © und z + dz liegt. Man sieht jedoch leicht, daB die Zahl
dieser ZusammenstiBe, sowie auch derjenigen, vor demen die lebendige
Kraft beider Molekiile zwischen z und x + dz liegt, durch welche also
gleichzeitiz zwei Molekiile diese lebendige Kraft verlieren, unendlich
klein hoherer Ordnung ist, also vernachlissigt werden darf. Die ersteren
ZusammenstiBe, welche wir jetzt unberechtigter Weise subtrahieren, sind
iibrigens zudem auch in fd» enthalten, und werden daher ohnedies
spiter wieder hinzuaddiert.
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Es muB noch fdv bestimmt werden. fdw ist die Zahl
der ZusammenstoBe in der Volumeinheit wihrend der Zeit =,
nach denen die lebendige Kraft eines Molekiils zwischen z und
z + dr liegt. Wir missen also jetzt fiir die lebendige Kraft
vor dem StoBe eine andere Bezeichnung wiahlen. Sei also
etwa dv die Zahl der ZusammenstéBe, welche in der Volum-
einheit wihrend der Zeit = so geschehen, daB vor denselben
die lebendige Kraft des einen Molekiils zwischen » und u + du,
die des anderen zwischen » und v + dv liegt, nach dem StoBe
aber die des einen Molekiils zwischen z und z + dr liegt. Die
lebendige Kraft des anderen Molekiils nach dem StoBe ist
natiirlich hierdurch wieder bestimmt. d» ist also die Zahl der
ZusammenstoBe, welche, entsprechend dem frither mit (A) be-
zeichneten Schema, durch folgendes Schema charakterisiert
sind:

a b
(B) { vor dem StoBe . .. uw, u+ du v, v+ dv
nach , yw .. T, T+ dzx

Man sieht sogleich, daB sich die jetzt betrachteten Zu-
sammenstdBe von den frither betrachteten, durch das Schema, (A)
dargestellten bloB darin unterscheiden, daB jetzt die lebendigen
Krifte vor und nach dem ZusammenstoBe durch andere Buch-
staben ausgedriickt sind. Die Anzahl d» der jetzt betrachteten
ZusammenstoBe kann also aus der Zahl dn der frither be-
trachteten durch bloBe Buchstabenvertauschung gefunden werden.
Und zwar muB, wie man leicht (am besten durch Vergleichung
der beiden Schemata) sieht, jetzt

u statt z, v statt 2', =z statt &
© {ebenso
du statt dz, dov statt dz, dz statt d§

gesetzt werden. Die Anzahl der frither betrachteten Zusammen-
stoBe hieB d» und war durch die Gleichung (2) gegeben.
Nehmen wir darin die Buchstabentauschung (C) vor, so erhalten
wir dv. KEs ist also
dv=1-f(u, t)duf(v, )dvdz.yw(u, v, z).
Hier wollen wir wieder z konstant lassen; beziglich

v und v aber iiber alle mdglichen Werte dieser GroBen
integrieren. Das Resultat
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vdz [ff(u, )f(v, t)yp(u, v, z)dudv

ist die Zahl der Zusammenst6Be in der Volumeinheit wihrend
der Zeit 7, nach denen die lebendige Kraft eines Molekiils
zwischen z und z 4- dx liegt (denn nach allen anderen Variabeln
wurde iiber alle moglichen Werte integriert), also die Zahl
der ZusammenstBe, durch welche ein Molekiil eine lebendige
Kraft gewinnt, die zwischen z und z 4 dz liegt; genau jene
Zahl, welche wir schon frither mit fd» bezeichneten.!) Tun
wir dies wieder, so erhalten wir also:

(6) SJdv=zdzf[f(u, t)f(v, )y (u, v, z)dudv.
Es entsteht noch die Frage nach den Grenzen des Doppel-
integrals.?) Wenn z >z ist, so kann v alle moglichen Werte

) Man kénnte glauben, daB wir hier die ZusammenstBe vergessen
haben, nach denen die lebendige Kraft des zweiten der stoBenden Molekiile
zwischen z und z + dx liegt. Sei fiir einen solchen StoB u=1w,, v=1,.
Da wir beziiglich % und v iiber alle miglichen Werte integriert haben,
so haben wir auch den StoB, fiir welchen w=v,, v =1 ist, und nach
dem StoBe die lebendige Kraft des ersten Molekiils zwischen « und « + dz
liegt, in das Integral aufgenommen; dies ist aber genau der Fall, den
wir eben vergessen zu haben fiirchteten. Denn welches wir als das erste,
welches als das zweite Molekiil auffassen, ist gleichgiiltiz. Alle diese
ZusammenstoBe sind also in unserem Integrale schon mit berlicksichtigt,
nur tritt dabei % an die Stelle von » und umgekehrt. Wollte man noch
ein zweites Integral beifiigen, das die StéBe enthilt, nach denen die
lebendige Kraft des zweiten Molekiils zwischen z und x + dx liegt, so
miiBte dafiir im Doppelintegrale jede Ambe aus Werten von % und »
ohne Permutation genommen, also nach » von Null (resp. z — ) bis w,
nach % von Null bis Unendlich integriert werden. Nur jene Fille, wo die
lebendige Kraft beider Molekiile nach dem Stofe zwischen % und z +d=»
liegt, haben wir nicht, wie es sein solite, doppelt gezihlt, was aber kein
Fehler ist, da jene Zahl unendlich klein hherer Ordnung ist.

%) Bestimmen wir die Grenzen nach der in der Anmerkung S. 325
angedeuteten Methode, so erhalten wir zur Grenzbestimmung die Un-
gleichungen:

u=0, v=0, u+v—z=0.
Fiibren wir jetzt beliebige neue Variabeln p, g ein, so ist bekanntlich
dp  dg
d.pdg—.Z':I: e Edudzr.
Im speziellen Falle, daB wir p=wu + v — 2, ¢=u setzen, ist die
Funktionaldeterminante gleich eins (sie ist natiirlich positiv zu nehmen);
ferner wird in diesem Falle

v=p+xT—4q.
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von Null bis Unendlich durchlaufen; ist aber u < z, so kann »
nicht kleiner als 2 — » werden, weil sonst « + v — z, was ja
die lebendige Kraft des zweiten Molekiils nach dem StoBe
ist, negativ wiirde. Wenn also u < z ist, so durchliuft » alle
Werte von z — » bis Unendlich. Es muB also schon das
Integral nach » in zwei zerlegt werden. Eines von Null bis z,
das andere von z bis Unendlich. Im ersten ist heziiglich »
von x — » bis Unendlich, im zweiten von Null bis Unendlich zu
integrieren, Die Formel (6) geht also nach richtiger Grenzen-
bestimmung iiber in folgende:

fdw=zdszf(u, 1) f(v, )y (z,0,2)dudov
0 z—u

(T) oo oo '
+rd.z-fff(u,z)f(v,t}w(u,v,x)dudv.
z 0

" Wir wollen jetzt statt v die neue Variable
(8) w=u+t+v—=zx

einfithren, so daB also v =z +w —u ist. Da bei der Integration
nach v sowohl z als auch z als konstant zu betrachten sind,

Es geht daher die Gleichung (6) fiber in
Sfdv=rdaf[f(g,t)- f(p+x—q,8) p(g,p+2—¢q,z)dpdy.

Und die Ungleichungen, welche die Grenzen bestimmen, gehen in
folgende iiber:

350, p+z—¢=0, p=0.
Nun kénnen wir im Integrale die Variabeln bezeichnen, wie wir wollen,
wenn wir nur dieselbe Bezeichnungsverinderung auch in den Un-
gleichungen vornehmen. Verwechseln wir die Buchstaben p, g mit z/, &,
so erhalten wir also

Jdr=tdafff(E,ODf(@+z—§DyE, z+a — 5 v)dodE.
Und die Grenzen sind bestimmt durch
2=0, £50, z+2 - §=0;

also wieder durch die Ungleichungen (3a), die auch die Grenzen in der
Formel (3) bestimmten. Wenn wir also zum Schlusse den Integralzeichen
die Grenzen wieder anhiingen, so stimmt die letzte Formel mit der
Formel (11) des Textes, welche wir also hier auf einem kiirzeren Wege
gewonnen haben.
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so folgt aus der Formel (8) dw=dv. Es ist also nach richtiger
Grenzbestimmung der Integration beziiglich w

dv=tdzx [@t)flz+w—ut)Y(z+w—1uz)dudw
(9) f Jﬁr

—i—rdxfff(u,t)f(x-}-w—u,t)w(u,.r-}-w—:r:,x)dudv.

Tu—zxz

Da diese Integrale eine einfache Summierung einer Anzahl
von Stofen darstellen, so kénnen wir die Integrationsordnung
ohne weiteres umkehren. Dadurch geht das erste Doppel-
integrale der Formel (9) iiber in folgendes:

10 [ [fuoretv—utpas+w—yz)dodu.
0 0

Bei dem zweiten ist die Bestimmung der neuen Integrations-
grenzen nicht ganz so einfach. Wir wollen dieselben durch
geometrische Betrachtungen gewinnen. Wir tragen auf der
Abszissenachse OU die Werte von z, auf der Ordinatenachse O#
die von w aof =z ist bei der Integration konstant. Machen
wir O4 =z und ziehen durch 4 die. beiden unbegrenzten
Geraden 4B parallel O #, und
AC unter 45° gegen die Ko-
ordinatenachsen geneigt. In dem
zweiten Doppelintegrale der For-
mel (9) war nach z von z bis
Unendlich, also vom Punkte 4 an
bis ins Unendliche beziiglich w
von © — z bis Unendlich, also von
der Geraden 4 C angefangen bis
ins Unendliche zu integrieren. Die gesamte Integration war also
fiber das unbegrenzte Dreieck zu erstrecken, welches in der
Figur schraffiert ist. Und nun ist es leicht, die Grenzen zu
bestimmen, wenn zuerst nach u, dann nach w integriert wird.
Fiir ein gegebenes w, also z. B. w = O D ist beziiglich » von
DE bis DF, also von z bis z-+ w zu integrieren. Beziiglich
w geht dann die Integration von Null bis Unendlich. Das
zweite Doppelintegral der Formel (9) verwandelt sich also in

W
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o z+4+w

fff(u,t)f(z'+w—-—-u,t)'(p(u,z+w—u,z)dwdu.
0 =z

Es vereinigt sich, wie man sieht, mit dem ersten in
Formel (10) gegebenen, zu einem einzigen Doppelintegrale.
(Das erste stellt nebenbei bemerkt die Integration fber das
unbegrenzte Rechteck #°0 4 B unserer Figur dar) Die Wieder-
vereinigung beider Doppelintegrale liefert:

o0 z+w

dv=tdz fud)f(z+w—ut)py r+ w—ur)dwdu.
farmeaef

TUm diesen Ausdruck gleichférmiger mit dem durch Formel(3)
gegebenen Ausdrucke fiir /"d» zu machen, will ich statt w den
Buchstaben z/, statt » den Buchstaben £ schreiben. Bekannt-
lich kann man ja in einem bestimmten Integrale die Variabeln,
nach denen zu integrieren ist, bezeichnen wie man will, wenn
pur die Grenzen dieselben bleiben. Dadurch ergibt sich

oo z+z’

(11) fdv=rdxéféff(§,t}f(z+z’—§,t)1p(§,x+.r’-—§,.z-)dx’d§.

Bevor wir die beiden fir fdn und fdv gefundenen Werte
in die Gleichung (5) substituieren, wollen wir jene Gleichung
noch etwas transformieren. Entwickeln wir ihre linke Seite
nach dem Taylorschen Lehrsatze, so ergibt sich

fla, tde+ 228D 2 gr + drrdr = fla,9dz -—Idn + [an,
wobel 4 irgend eine endliche GréBe ist, und daraus
afwt) _ Jar _ JSan _

at Td® Tdx
also nach Substitution der Werte (3) und (11) fir fd=z und fdv

co T+T"

et [ [ 16 o+~ s ovie s ks - pas o

co 2+’

— [ [ fle of@, gy 2, B d=' dg — 4z
0 0

Da alles bis auf Az endlich ist, kann dasselbe vernach-
lassigt werden. Ferner konnen die beiden Integrale in eins
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zusammengefaBt werden, da ja Integrationsvariabeln und Grenzen
in beiden dieselben sind. Dadurch ergibt sich:

o0 T+’

87@, 9 , ,
12) 6*=JJU@W“+”—5M@J+z—§@

— & Of&, y(z 2, §]dz" dE.

Dies ist die gesuchte partielle Differentialgleichung, welche
das Gesetz der Veranderung der Funktion f bestimmt. Sie
bedarf jedoch noch einer Transformation, zu welcher wir die
beiden durch folgende fir beliebige =, 2’ und & giiltige
Gleichungen ausgedriickten Eigenschaften der Funktion
brauchen werden:

(13) Yz o, &) =, 2+ 2 —§),
(14 Vedy@ E=VEc+7— v s+ 2 —§2),

wobei selbstverstindlich alle Wurzeln mit dem positiven Zeichen
zu nehmen sind; die 1 sind auch wesentlich positive GréBen.
Die erste dieser beiden Gleichungen liBt sich leicht beweisen.
Sei dn' die Zahl der ZusammenstdBe, welche in der Volum-
einheit wihrend der schon frither mit 7 bezeichneten sehr
kleinen Zeit so geschehen, daB vor denselben die lebendige
Kraft des ersten Molekiils zwischen 7’ und 2’ 4 dz/, die des
zweiten zwischen z und z 4 dz, und nach demselben die des
ersten Molekiils zwischen = 4+ z'— & — d& und = + =" — & liegt,
also der StoBe, welche durch das Schema

] a b

D) vor dem Stofe ... z, £+ dz z,x + dz
coxt+r—§f—dE, s+ —§
charakterisiert sind. Dann kann d»’ wieder durch bloBe
Buchstabenvertauschung aus der frither mit d» bezeichneten

GroBe gefunden werden. Und zwar zeigt die Vergleichung der
Schemata (D) und (A), daB man

z statt z, = statt 2, =z 2 — &— dE statt &,
dr’ statt dz, dz statt dz’

schreiben muB. d£ bleibt. Nimmt man diese Vertauschungen
in der Gleichung (2) vor, so ergibt sich:

(15) dn' = of(&, dz-f(z, )dz-dEw(z, z, z + & — & — d&).

na’ch » »
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Wenn aber die lebendige Kraft des einen Molekiils nach
dem StoBe zwischen z + 2’ — & — d& und = + =’ — & liegt, so
liegt die des anderen genau zwischen & und & + d§. Statt
des Schemas (D) konnten wir unsere ZusammenstoBe also auch
durch folgendes

a b
vor dem StoBe ... 2/, 2’4+ d2’ =z, z + d=x
nach ,, » § &£+ d§

charakterisieren. Und jetzt sieht man, daB es ganz dieselben
ZusammenstiBe, wie die durch das Schema (A) charakterisierten
sind. Denn, welches Molekiil ich als das erste, welches als
das zweite bezeichne (welches in die Rublrik a, welches in die
Rubrik & eintrage) ist offenbar gleichgiltig. Da jene beiden
Gattungen von ZusammensttBen gar nicht verschieden sind, so
muf also auch ihre Anzahl gleich, folglich dn = dn’ sein.
Setzen wir die beiden Werte (2) und (15) wirklich gleich und
streichen die beiden gemeinsamen Faktoren, so ergibt sich

Y(z, o) &)=y, x5,z + 2" — § — d§).

Hier kann das Differential £ neben dem Endlichen weg-
gelassen werden, da ja 1 unmdglich diskontinuierlich sein
kann, und wir erhalten somit die Gleichung (13). Schwieriger
ist der Beweis der Gleichuug (14). Der Beweis dieser Gleichung
wurde zuerst, freilich in etwas anderer Form, von Maxwell
geliefert; dieselbe wurde dann von mir bedeutend verallgemeinert,
wobei sie sich als spezieller Fall des Jacobischen Prinzips
des letzten Multiplikators erwies; ich glaube, mich daher mit
dem Beweise dieser Gleichung hier nicht aufhalten zu sollen,
dieselbe vielmehr als etwas Bekanntes voraussetzen zu kdnnen.
Ich bemerke nur noch, daB bei ihrem Beweise vorausgesetzt
wird, daB die zwischen zwei materiellen Punkten wirksame
Kraft Funktion ihrer Entfernung ist, nach der Richtung ihrer
Verbindungslinie wirkt, und Wirkung und Gegenwirkung gleich
sind. Diese Voraussetzungen sind also zur Giltigkeit der
folgenden Rechnungen notwendig. Mit Riicksicht auf die
Gleichung (14) kann aus der eckigen Klammer der Gleichung(12)
auch 1 als gemeinsamer Faktor herausgehoben werden, und
es ergibt sich:

pi i S o

T s

B A R R s
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oo z+z’
Ef(::, %) f(E, ) flz+2—§ 1) @t 7@, ?")]
= Ve +z — V= Ve

e ]/E‘lp (z, =, E)dz' dE.

Dies ist die Fundamentalgleichung fir die Veranderung
der Funktion f(z, . Ich bemerke nochmal, daB die Wurzeln
alle positiv zu nehmen sind, sowie auch v und die f wesent-
lich positive Grifen sind. Setzen wir fir einen Augenblick
(163) flz, ) = CYzer=,
wobei C und & Konstanten sind, so daB also

&, §=CYo e, fl& )= CYEens,
fla4+2—E0=C)r+z—Eet@+z-0
wird, so verschwindet der Ausdruck in der eckigen Klammer
der Gleichung (18); es wird also 0f(z, £)/0¢ =0. Dies ist
nichts anderes, als der Beweis Maxwells iibertragen in unsere
gegenwirtige Bezeichnungsweise. Ist die Zustandsverteilung
zu irgend einer Zeit durch die Formel (16a) bestimmt, so ist
Of(x, £)/0t =0, d. h. dieselbe verindert sich im Verlaufe der
Zeit nicht weiter. Dies und nichts anderes ist von Maxwell
bewiesen worden. Wir wollen aber jetzt das Problem viel
allgemeiner auffassen. Wir wollen annehmen, die Verteilung
der lebendigen Kraft sei zu Anfang der Zeit eine ganz be-
liebige gewesen, und wollen uns fragen, wie verandert sich
dieselbe im Verlaufe der Zeit. Ihre Verinderung ist bestimmt
durch die partielle Differentialgleichung (16). Es kann diese
partielle Differentialgleichung, wie wir spiter sehen werden,
in ein System gewdhnlicher Differentialgleichung verwandelt
werden, wenn man an die Stelle des Doppelintegrals eine
Summe sehr vieler Glieder setzt. Es ist ja ein solches Doppel-
integral bekanntlich nichts anderes, als eine abgekiirzte Be-
zeichnung fiir eine Summe unendlich vieler Glieder. An dem
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen werden dann alle
Rechnungsoperationen viel anschaulicher. Ich will jedoch ab-
sichtlich diese Vertauschung der Summation mit einer Integration
vorerst nicht vornehmen, damit es nicht scheine, als sei die-
selbe zum Beweise unserer Sitze notwendig. Dieser Beweis

(16)
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kann gefilhrt werden ganz ohne daB man die Symbolik der
Integralrechnung verldBt. Nur zur Veranschaulichung derselben
werden wir zum Schlusse die Summenformeln beniitzen. Wir
wollen zunichst den Beweis eines Satzes liefern, welcher die
Grundlage unserer ganzen gegenwirtigen Untersuchung bildet,
des Satzes niamlich, daf die GroBe

E=°}, log [L&2] _ 1 dz
(17 of\(xt){og[vg_:] l}d

niemals zunehmen kann, wenn die in dem bestimmten Integrale
vorkommende Funktion f(z, #) der partiellen Differential-
gleichung (16) geniigt. Auf der rechten Seite der Formel (17)
ist beziiglich » von Null bis Unendlich zu integrieren. Es
fallt also r aus der GroBe F ‘ganz heraus. £ ist nur eine
Funktion von ¢ Da ¢ in den Grenzen des Integrals nicht
vorkommt, so erhalten wir den Differentialquotienten dE/d¢,
indem wir die GroBe unter dem Integralzeichen partiell nach ¢
differentiieren, z dabei konstant lassend. Diese Differentiation,
welche ungemein leicht auszufithren ist, liefert

f(m t) 0f (@, %)
___[ Tt rdz

Wir nehmen an, daB [(z, ¢) die Gleichung (16) befriedigt.
Substituieren wir aus dieser Gleichung den Wert fiir 8f(z, 9/d¢,

80 ergibt sich
oo z+x’

dE _ f f(m 1) f‘ f [&0 fat+x—§t)  flat) [0
Ve Vz+a-%2 Va Vo
X ]/zz Wz, 2, §)dx' dE.
Da bei der Integration nach z” und § die GroBe z als
konstant zu betrachten ist, so konnen wir den Logarithmus

auch unter die beiden folgenden Integralzeichen setzen und
schreiben

00 oo T+T

f f f log £E:2 [f(e, ) fa+z =51 _ [0 1@, ,)}
(18) Ve LVE Vatz-2 Va V&

X Va7 w(e, o, & dzda’ dE.

e S e N :J

eieb ey

st
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Die wahre Bedeutung der Transformationen, welche wir
jetzt mit diesem Ausdrucke vornehmen werden, wird freilich
erst in ein helles Licht treten, wenn wir die Integrale durch
Summenformeln ersetzen werden. Es wird sich da zeigen,
daB alle folgenden Transformationen des Integrals wie natiir-
lich nichts anderes als Verinderungen der Summationsordnung
sind; es wird dann auch klar werden, warum gerade diese
Anderungen der Summationsordnung notwendig sind. Jetzt
aber will ich hierauf nicht niher eingehen, sondern so rasch
als moglich zum Beweise des Satzes zu gelangen suchen, daB in
der Tat £ nicht zunehmen kann. Wir kénnen in der Formel (18)
zuerst nach 2’ und dann nach r integrieren?); dadurch er-
halten wir:

oo oo z+z'

4B _ log G [f(E, H fa+a— s. H_ @) @ f)}
z § Ve + 2 — V:;: V;
'|/.z.-.z' Y(r, «, §dz'dz d§,

oder wenn wir fiir v (z, 2", §) seinen Wert aus der Gleichung (13)

substituieren,
oo co x4z’

_ log [ @, t){f(f H fat+a &) [ f(x’,f)}
VE Vr+a—E Yz Vo

X Vza'yw@ z,z + 2" — §dz’ dx dE.

) DaB die Vertauschung der Imtegrationsordnung ucbedingt ge-
stattet ist, folgt schon daraus, daB wir die Gleichungen (20), (22) und (285)
genaun in derselben Weise wie die Gleichung (18) direkt hiitten ableiten
kénnen; wir schlugen den Weg der Transformation bloB ein, um die
Schliisse, durch welche wir die Gleichung (18) erhielten, nicht viermal
wiederholen zu miissen. Auch dadurch, daB die frither angewandte Diffe-
rentiation unter dem Integralzeichen unerlaubt wird, indem der Integrand
diskontinuierlich wird, erleidet der im Texte gefiihrte Beweis keine
Storung, wie man nachweisen kann, indem man aus dem gesamten
Raume, iiber den in den Formeln (18), (20), (22) und (23) die Integrationen
zu erstrecken sind, gleichzeitiz um alle Stellen, fiir welche eine der
GroBen s, s’, ¢ oder ¢’ Null oder unendlich wird, sehr diinne flichen-
artig ausgedehnte Streifen ausschlieBt. Von der Gesamtheit der auf diese
Art aus 4 (dE/dt) ausgeschlossenen Glieder 1iBt sich dann mittels der
erginzten Taylorschen Reihe beweisen, daB ihre Summe nicht positiv
sein kann, wenn keine dieser Grofen unendlich nahe umendlich viele
Diskontinuitétsstellen hat.
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Wir lassen jetzt die Variabeln 2 und » unverindert; aber
statt & filhren wir die neue Variable &=z + 2’ — § ein, so
daB also § =z + 2 — §, df =— d& wird. Dann ergibt sich

oo 0
. 10gf(w, f) {f(x-!-x’ 5,0 7E,0_ f@h f@9
Ve+a =¥ V¥ V= V&

0 0 z+a’

X Vzz'y@, r,E)dx'dzdf,
oder, wenn man Zeichen und Grenzen des ersten Integrals
umkehrt:

oo 0o z+z'

ffflou , t)[ &, fe+z'=&,8)  fl=d) f(zfﬂ
(19) VE Vere-F Vs V&
X Yz (2,2, &) dz’ dz df'.

Dieses dreifache Integral ist jetzt ganz so gebaut, wie das
der Formel (18); nur sind die Variabeln, nach denen integriert
werden soll, anders bezeichnet. Allein das ist nur ein schein-
barer Unterschied. Die Integrationsvariabeln eines bestimmten
Integrals kann man ja bezeichnen wie man will, solange nur
die Grenzen dieselben bleiben. Wir konnen daher auch in
der Formel (19) statt & wieder £ schreiben, und auch die Buch-

staben z und z° miteinander vertauschen. Dadurch ergibt sich
0 oo z+z’

= lo ff-’" 3) &t fe+a'—§8)  fl=n f(-’ﬂ',t)]
f 8 VE Vz+o —& Ve Vo

X ]/;'tp (@, &) dz dz’ dE .

Uber die Identitit der beiden Integrale (19) und (20) kann
kein Zweifel bestehen, da sie sich bloB durch die Buchstaben
unterscheiden, mit denen die Integrationsvariabeln bezeichnet
sind. Einen dritten Ausdruck fir dZ/d¢ erhalten wir in
folgender Weise. Wir substituieren in der Formel (18) statt
Vz 2"z, 2, & seinen Wert aus der Gleichung (14). Dadurch

erhalten wir zunichst:
oo oo z+z’

a8 _ log L@.® [f(-f,t) fe+z—88 _ f@9 f(af_,t)]
oSSR R R R

X 7/5(3 + 2 — Yy z+ 2 — §)dzda’d§.
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Wir wollen jetzt fiir 2° eine neue Variable einfiihren. Da
miissen wir uns die Integration nach z’ zuerst, also vor der
nach § ausgefiihrten denken. Wir brauchen da bloB das Doppel-
integral

co z+z’

f flog @, 7 [fff,t) fe+a -5  f@i) f(sv',t)]
Va Voetz —E Vz Vo
XVEx+ 2 —EuwE x+ 2 —§ 2)da d

zu transformieren. Dasselbe braucht dann nur noch mit dz
multipliziert und nach z von Null bis Unendlich integriert zu
werden, um dZ/d¢ zu erhalten. In einem solchen Doppel-
integrale haben wir bereits frither die Integrationsordnung
umgekehrt. Durch ganz dieselben Betrachtungen, wie damals,
ergibt sich, daB es in eine Summe zweier Integrale zerfallt,
namlich:

fflocr f (@, 1) [f(s,t) fe+d—§58 _ @9 f(w"ﬂ]
VE Va+a-t Vz Vo
XVEe+ 2 =Byl e+ —§a)dEds

+f ﬁog f (=4 [f(-‘f.ﬂ fe+ad -8 [z f(;ﬁ,g)j]
Ve L VE Va+ro—% Vz V7

X VEz + 2 — §wEx+ 2 — & 2)dEds .
Fihren wir jetzt in diese beiden Integrale fiir z' die

Variable § =z +4 z'— £ ein, so erhalten wir nach richtiger
Grenzenbestimmung:

f fl"g [ t)[ f&0 @0 _ f@Y) [E+§-a ﬂ
V= L VE VF Ve VEx¥F—=
X V& (& &, x)dEdE

+ f f]"g f@, 1) {f(&f) f&8 _ f@b fE+8-o t)]
V= L VE V¥ Ve VEi+E-a
X VEE w(&.£,2)dg dE .
Diese beiden bestimmten Integrale sind noch beziiglich z
von Null bis Unendlich zu integrieren, so daB man also erhalt:
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== —ffflogf"“" D [f(E 0 IE D _ [ f(E+E‘—x,f)}
VE V& Vz VE+E-=
21) - x VEE w(& §,2)dzdE d¥
g log [ @D [f(E, 1D _ f@t) [E+E—a,1 f)j}
fff ’ VE VF Ve VEi+E—=
X VEE (& &,2)dzd§ dE .

Hier miissen wir jetzt die Integrationsordnung so ver-
andern, daB zuerst nach z, dann nach &', zuletzt nach £ integriert
wird.’) Da ist es behufs der Grenzenbestimmung wohl am

) Alle im Text gefiihrten etwas weitliufigen Grenzenbestimmungen
vereinfachen sich auBerordentlich, wenn man die Grenzen nach der
bereits in der Anmerkung S. 325 gegebenen Weise definiert. Dann sieht
die Formel (18 80 aus:

f(ﬂ:- 2] [f('f, fe+2=§1t) [l t)]
(18a) fff VE Va+a -8 Vz Vo

X ]/z:r"ep(z,a:’, Hdxdx' di.

Zu integrieren ist iiber alle Werte, welche folgenden Ungleichungen
geniigen:

(18b) z=0, =0, §=0, z+2 — £=0.

Die beiden Formeln (18a) und (18b) besagen jetzt ganz dasselbe,
wie frither das eine bestimmte Integral (18), und ich bemerke noch, daB
jetzt die Integrationsordnung ganz willkiirlich ist, ja es ist nicht einmal
notwendig, daB fiberhaupt zuerst nach der einen, dann der anderen
Variabeln integriert wird, wenn nur iiber alle Werte integriert wird, die
den Ungleichungen (18b) geniigen. Fiihren wir nun irgendwelche neuen
Variabeln #, », w ein, so ist bekanntlich

du dov dw
dudvdw= Zid_x'Ty'W'dmdydm

Wollen wir nun die Formel (20) des Textes erhalten, so brauchen
wir nur zu setzen

u=z, v=z, w=x+z —&.
Dann wird die Funktionaldeterminante gleich eins, und es ist klar, daB
sie mit positivem Zeichen zu nehmen ist, wenn wir immer von den
kleineren zu den groBeren Werten der Variabeln integrieren, also die
Differentiale positiv betrachten. Es ist also
dudvdw=dxdx' d&

e e S S e A e B GETS

s

SRS E

¥
i
A".
i
3
S
i
i
&
§
&




340 22. Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen.

besten, sich den Integrationsraum geometrisch zu versinnlichen.
Da das Integral ein dreifaches ist, so miissen wir hierzu den

und die Gleichung (18a) geht fiber in
LE @ [f(u-]-u-w,z.‘)f(w,t) o) fw f)]
o 1 <7 . b r
at fff()g Vo Vu+o—w Vuw Vo Vu
XVuvy(v,u,u+v—w)dudodw.

Die Ungleichungen (18b) aber, welche die Grenzen bestimmen,
verwandeln sich in

=0, 250, u+r2—w=0, w=0.

Nun kénnen wir wieder die Buchstaben u, 7, w mit &, 2’ und &
vertauschen (an der Bezeichnung der Integrationsvariabeln liegt ja
nichts) und erhalten fiir das Integral

‘ii_E=Iff]ogf(Z', ?) . [f(3+-’5'—§,f)f(5,t)_f(x, 7) f(w’,t)]

: Ve Va+o =% VE V= V&
XVezp@,z,2+0 — Hdode dE

und fiir die Ungleichungen, die die Grenzen bestimmen

(20Db) =0, =0, §=0, z+ 22— E=0.

Ersetzen wir jetzt schlieBlich w (z', z, z + 2’ — £) nach Gleichung (13)
durch v (7, , &), so erhalten wir

dE _ [« [fEDf@+2—§8) [flf@, )
at = log : T —F
(203) V7 VE Vatao—¢ Vz Vo
X Vozw(z, z,E)dede’ d &,

Die Ungleichungen (20b) sind identisch mit den Gleichungen (18a).
Vereinigen wir daber die beiden Formeln (20a) und (20b) in eine einzige,
indem wir uns wieder zuerst nach &, dann nach «, zuletzt nach z integriert
denken und die Integrationsgrenzen jedesmal den Integralzeichen bei-
setzen, 80 erhalten wir die gewiinschte Formel (20) des Textes.

Wollen wir die Formel (22) des Textes gewinnen, so setzen wir
u=E& v=x+2—§, w=ux.
Die Determinante ist wieder eins, daher
dudovdw =dzxdz’ d&.

Ferner ist
¥=u+9v—w.
Die Gleichung (18a) lautet also nach Einfiithrung dieser Variabeln

dE _ fao,t) [Flu,t)f(2,t) [lo,6f(+v—10,1)
—_— 1 . p—
dt fff"gv; [V;v; Wm]

XVwm+r—w)w@w,utv—w uwdudodw
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Raum zu Hilfe nehmen. Ziehen wir uns drei rechtwinklige

Koordinatenachsen OX, 05, 05 im Raume, und tragen auf
denselben die Werte von »

z, §, & auf. Ferner ziehen '
wir in der Ebene X0 5
die Gerade 0.4, welche
mit O0X und O = Winkel
von 459 macht und ebenso ‘
in der Ebene =05 die
0 &

Gerade OB. Betrachten

wir jetzt das erste in der

Formel (21) erscheinende X
dreifache Integral. In ‘ a
demselben ist beziiglich & ‘ Fig. 1.

von r—§& bis Unendlich, also von einem Punkte der Ebene
AOB bis ins Unendliche hinauf zu integrieren; beziiglich £ ist
von Null bis z, also von Null bis zu einem Punkte der

und die Ungleichungen (18b) lauten
w=0, u+trv—w=0, u=0, v=0.

Vertauschen wir jetzt, ganz wie frither die Buchstaben %, », w mit
z, %', & so erhalten wir:

aF &Y [fEhfe,t fEDf@+ad—§ 1)
S 1 J s
229)] dt fff()g VE [

Ve V&  VE Va+a-F
XVEx+ax—EyEz+a—&z)dzda’ dE
(22b) 2=0, =0, z+a—£=0, £=0.

Man sieht sofort, daB wir in der Gleichung (22a) wieder blof von
der Formel (14) Gebrauch zu machen und die Grenzen wirklich anzu-
schreiben brauchen, um die Formel (22) des Textes zu erhalten. Man
sieht also, daB, wenn man von der Methode der Grenzenbestimmung
durch Ungleichungen Gebrauch macht, die Transformationen fast ohne
alle Rechnung gemacht werden konnen, welche im Texte weitliunfige
Rechnungen erfordern. Wenn ich trotzdem im Texte von der weit-
liufigeren Methode Gebrauch machte, so geschah es bloB, weil diese Art
der Grenzenbestimmung durch Ungleichungen eine etwas ungewdhnlichere
ist: Ich bemerke hier noch, daB fiir £ auch folgender Ausdruck gesetzt

werden kann:
[=-]

flx, 2

(172) E1=ff(z,.t)log[ e ] o

0

CaenEn -—&Ll‘ln,w«ﬁ}

e
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Geraden O4 zu integrieren. Der Integrationsraum des ersten
Integrals ist also der ganze Teil des Raumes, welcher vertikal
iber 40B steht (wofern man sich die Achse 05 vertikal
denkt). Ebenso findet man, daB der Integrationsraum des
zweiten Integrals der Formel (21) jener Teil des Raumes ist,
der vertikal iber dem Dreiecke 405 steht. (Jenes Dreieck
von O gegen 4 und gegen 5 zu ins Unendliche erstreckt
gedacht.) Beide Integrale zusammen reprisentieren uns also
eine Integration, die iiber die korperliche Ecke zu erstrecken
ist, die von den vier Figuren 40B, 405, BO= und 505"
begrenzt wird. Und nun ist es leicht, die Grenzen zu bestimmen,
wenn zuerst nach z integriert wird. Bei konstantem £ und &
bleiben wir in jener kérperlichen Ecke, wenn = von Null bis
&+ & wichst. Null und &+ ¢ sind also die Integrations-
grenzen fiir z. Beziiglich § und £ aber geht die Integration
von Null bis Unendlich. Bei dieser neuen Anordnung der
Integrationsordnung vereinigen sich also wieder beide Integrale
in eines und man hat

o co &4&
aB _ f log [0, {f@,j FED _ @ fE+E—q t):l
- Ve LVE VF Ve VE+EF -z
000

XVEEp(E &, 2)dgdE da.

In diesem bestimmten Integrale ist es wieder gleichgiiltig,
mit welchen Buchstaben wir die Variabeln, nach denen zu inte-
grieren ist, bezeichnen. Wir konnen daher die beiden Variabeln
& und £ auch mit den lateinischen Buchstaben z und 2’ be-
zeichnen, die Variable » aber mit dem Buchstaben & Tun

Dieser Ausdruck ist nimlich bloB um

fo(:o, t)dzx,

also um die Gesamtzahl der Molekiile in der Volumeinheit groBer, als
der im Texte fir E gegebene. Und da diese Gesamtzahl konstant ist,
80 unterscheidet er sich nur durch eine Konstante davon, kann also wie
der im Texte gegebene nicht zunehmen. Eine andere Transformations-
methode der Integrale besteht darin, daB man der Funktion w(@,z, &)
den Wert Null beilegt, so oft z + 4" — £<0 ist, und dann alle Inte-
grationen von Null bis Unendlich erstreckt.
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wir dies und setzen noch vor das ganze Integra:l das nega:tive
Zeichen, wihrend wir gleichzeitig die Zeichen in der eckigen
Klammer umkehren, so ergibt sich

dE y f e, t)_{f(-’f, Hf@+a =& (@O, f)}
2] - [[ o Vert Ve %

000

X Ve vz, o, Edzds’ d§.
Wenden wir auf diese Formel wieder ganz dieselbe Tranf.s-
formation an, durch welche wir aus der Grleichl_mg (15.3) die
Gleichung (20) erhielten, so gewinnen wir noch einen nert.en
Ausdruck fir d £/d¢. Ich glaube, diese Tra.nsfm:matlon h?er
nicht wirklich ausfithren zu sollen; man iibersieht leicht, daB ihr

Resultat folgendes ist:

dE o oo =;+=u f(x+z'_§,f)_{f(§,t)f(x+—f__g,t)
d{=_fff°g Vo +a — & VE Veso-:
(23) 200

— f—%) —f%ﬂ]v.;?w(x,x' §dzxds d§.

Ich will jetzt die vier Ausdriicke, die wir fir d £ /d ¢ er-
hielten, noch einmal @bersichtlich zusammenstellen, wobei ich
mich aber folgender Abkiirzungen bediene. Ich setze:

) & fl,) _ ., f&D _ f(a:+z’—-§,t)=a,
= =t T e
zz W@z, 8 =r.

Dadurch gehen die vier Gleichungen (18), (20), (22) und
(23) iiber in »

%: ffflogs (60 —ss)rdzdzd§
000

oo oo z+Ix'

%_ ffflogs'.(o-o-’—ss’)rd.z'd:c’dg
000

oo 00 TH+T

L ._fffloga-(aa'—ss’)rdxdx’d§
dt
00

(v]

I
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oo oo z+zx'

_"%Izi = —fff]oga’-(aa-’—ss’)rdzd:c’dg.
000

Wir erhalten auch dE/d¢, wenn wir alle die vier Aus-
driicke addieren und die Summe durch 4 dividieren. Da
rechts lauter bestimmte Integrale mit denselben Integrations-
variabeln und denselben Grenzen stehen, so konnen wir die
Integralzeichen vor die Summen schreiben und brauchen blo8
die GroBen unter den Integralzeichen zu addieren. Heben
wir da noch den gemeinsamen Faktor heraus, so erhalten wir

oo oo z+z
% = %ff (log s+1log s'—log 6—log o) (¢ 6’ —ss) rdzd =’ d &,
000

oder nach Zusammenziehen der Summe der Logarithmen in
den Logarithmus eines Produkte.

oo o0 z+z'
24 %?‘:IIff 1og(§§)-(aa'_ss')rdzd.r'dg.
000

Wenn nun nicht fiir alle Wertekombinationen der in
den s und ¢ enthaltenen Variabeln

(25) s’ =00

ist, so muB fiir einige entweder s’ > o ¢’ oder ss’ < ¢ ¢’ sein.

Im ersten Falle ist log (ss'/o ') positiv, 6 ¢' — ss* aber negativ,

im zweiten umgekehrt; in beiden Fiallen ist daher das Produkt
log (s':,) ‘(06" —s5)

o

negativ. Nun ist aber die GroBe r wesentlich positiv, da +immer
positiv ist, und auch die Quadratwurzeln mit positivem Zeichen
zu nehmen sind. Es ist also die Grofe unter dem Integral-
zeichen, folglich auch das ganze Integral notwendig negativ.
Es muB also E notwendig abnehmen. Nur wenn allgemein
die Gleichung (25) gilt, kann £ konstant bleiben. Da nun, wie
wir spater sehen werden, £ auch nicht negativ unendlich werden
kann, so muB es sich mit wachsender Zeit immer mehr einem
Minimum nihern, fir welches d E/d¢= 0 wird, daher die
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Gleichung (25) besteht. Diese Gleichung lautet, wenn wir fiir
s, §, 6 und ¢ wieder ihre Werte substituieren:

9 f@,8 _ &0 fe+d -5
Va 1£3 VE Ve+a — ¢
Damit diese Gleichung fiir alle Werte der Variabeln z, 2’
und £ bestehe, muf, wie sich leicht zeigen laBt,

flzt)= CYzer=
sein. Ks ist somit strenge bewiesen, daB, wie immer die Ver-
teilung der lebendigen Kraft zu Anfang der Zeit gewesen sein
mag, sie sich nach Verlauf einer sehr langen Zeit immer not-
wendig der von Maxwell gefundenen nihern muB. Das bis-
her Vorgenommene ist nun allerdings nichts weiter als ein
mathematischer Kunstgriff, um einen Satz strenge zu beweisen,
dessen exakter Beweis bisher nicht gelungen ist. Es gewinnt
aber sehr an Bedeutung durch seine Anwendbarkeit auf die
Theorie mebratomiger Gasmolekiile. Dort 1aBt sich wieder
von einer gewissen GroBe Z beweisen, daB dieselbe infolge der
Molekularbewegung nur abnehmen oder im Grenzfalle konstant
bleiben kann. Es 1aBt sich also der Beweis liefern, daB bei
der Atombewegung von Systemen beliebig vieler materieller
Punkte immer eine gewisse GroBe existiert, welche infolge
Jener Atombewegung nicht zunehmen kann, und diese GroBe
stimmt bis auf einen konstanten Faktor genau mit der von
mir in der Abhandlung ,Analyt. Beweis der 2. Haupts. usw.,

Sitzungsb. d. Wiener Akad. Bd. 68,") fir das bekannte Inte-

gral f(d@/T) gefundenen GriBe tiberein. Es ist also hiermit
ein analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes auf einem
ganz anderen Wege angebahnt, als derselbe bisher versucht
wurde. Bisher suchte man nimlich immer zu beweisen, daB
JS(@Q/T)=0 ist fir den umkehrbaren KreisprozeB, womit noch
immer nicht analytisch bewiesen ist, daB es fiir den nicht um-
kehrbaren Kreisproze,, der doch allein in der Natur vorkommt,
immer negativ ist, wihrend der umkehrbare Kreisproze8 bloB
ein Ideal ist, dem man sich mehr oder weniger nihern, es
aber nicht vollkommen erreichen kann. Hier dagegen gelangen
wir direkt zum Satze, daB f(d@/7) im allgemeinen negativ

1) Nr. 20 dieses Bandes.
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und nur fir den Grenzfall gleich Null ist, der natiirlich der
umkehrbare KreisprozeB ist (weil fiir ihn nicht, wenn man ibn
in dem einen und anderen Sinne durchlduft, /(dQ/7) immer
negativ sein kann).

IL. Ersetzung der Integrale durch Summen.

Ich will mich hier nicht linger mit Betrachtung der Be-
ziehung der GroBe Z zum Integrale f(d@/T) aufhalten, son-
dern jetzt zeigen, wie alles bisher Vorgetragene viel klarer
und anschaulicher wird, wenn wir die partielle Differential-
gleichung (16) in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
verwandeln. Es geschieht dies, indem wir das in jener par-
tiellen Differentialgleichung erscheinende Doppelintegral durch
eine Summe ersetzen nach der bekannten Formel

(=]

[fa0dz =lime[fled + f@at)+ [Bed) +...(p& ]
0 fir lime =0, limpes = co.

Wir wollen beide Integrale der Formel (16) durch eine
derartige Summe ersetzen, und zuerst ¢ und p endlich an-
nehmen. Dann verwandelt sich die Gleichung (16) in eine
Differentialgleichung mit folgenden Unbekannten:

&Y, f(2819,...f(pe, 0.
Jede dieser Unbekannten ist nur mehr Funktion der Zeit. Die

Zahl der Unbekannten ist p. Allein die Gleichung (16) muB
fir jedes x gelten. Setzen wir darin der Reihe nach

x=¢,2=2¢...2=pes,

so erhalten wir im ganzen p Differentialgleichungen zwischen
unseren p Unbekannten; und da die Unbekannten nur Funk-
tionen der Zeit sind, so sind die Differentialgleichungen keine
partiellen. Dieses System von p gewdhnlichen Differential-
gleichungen zwischen p Unbekannten lésen wir zuerst auf und
untersuchen dann, welcher Grenze sich die Ldsung nahert,
wenn & unendlich klein, p ¢ unendlich groB wird. Jene Grenze
ist dann die Losung der partiellen Differentialgleichung. Die
Substitution der Summenformel in die partielle Differential-
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gleichung hat gar keine Schwierigkeit. Dieselbe verwandelt
sich dann in das Gleichungssystem (84) auf Seite 352. Auf
dieser Seite werden wir dann auch die iibrigen jetzt nur
skizzierten Rechnungsoperationen ausfithren. Zuvor will ich
aber noch zeigen, wie man unser Problem modifizieren muB,
um direkt statt auf die partielle Differentialgleichung auf
jenes System von p gewdhnlichen Differentialgleichungen zu
kommen. Die Methode, deren wir uns hierbei bedienen werden,
ist keineswegs neu. Die Integrale sind bekanntlich nichts
anderes als symbolische Bezeichnungen fiir Summen unendlich
vieler, unendlich kleiner Glieder. Die symbolische Bezeichnung
der Integralrechnung zeichnet sich nur durch eine solche
Kiirze aus, daB es in den meisten Fallen nur zu unniitzen
Weitschweifigkeiten fithren wiirde, wenn man die Integrale
erst als Summen von p Gliedern hinschriebe und dann p
immer groBer werden lieBe. Trotzdem aber gibt es Fille, in
denen die letztere Methode wegen der Allgemeinheit, die sie
erzielt, namentlich aber wegen der groBeren Anschaulichkeit, in
der sie die verschiedenen Lisungen eines Problems erscheinen
laBt, nicht ganz zu verschmihen ist. Ich erinnere da an die
elegante Auflosung des Problems der Saitenschwingungen durch
Lagrange in den Miscellanea taurinensia, wo derselbe zuerst
die Schwingungen eines Systems von » miteinander verbundenen
Kugeln behandelt, und dann zu den Saitenschwingungen ge-
langt, indem er » immer groBer, die Masse jeder Kugel immer
kleiner werden liBt. In #hnlicher Weise wurde auch das
Problem der Diffusion und Wéirmeleitung (durch Stefan,
Sitzungsb. d. Wiener Akad. Bd. 47 u. Beez) gelost. Noch
eine hiibsche Anwendung dieser Methode auf die Differential-

gleichung
d? w dw dw
Trds = “(?a" + H)

deutet Riemann in den Ber. d. Gotting. Ges. d. Wiss. Bd. 8
an. Diese Methode scheint mir nun auch in unserem Falle,
wenn man sich einmal an einige Abstraktionen gewthnt hat,
die Deutlichkeit sehr zu fordern. Wir wollen an die Stelle
der kontinuierlichen Variabeln z eine Reihe diskreter Werte s,
2& 3e& ...pe setzen. Wir miissen daher annehmen, daB
unsere Molekiile nicht imstande sind, eine kontinuierliche

IR —
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Reihe lebendiger Krafte anzunehmen, sondern bloB solche,
welche Vielfache einer gewissen GrioBe & sind. Im ibrigen
wollen wir ganz dasselbe Problem wie frither behandeln. In
einem Raume R haben wir sehr viele Gasmolekiile. Aber
jedes derselben soll nur fihig sein, folgende lebendige Krifte
anzunehmen:

(26) g, 2¢&, 3¢, 4e...p¢

Kein Molekiil soll eine dazwischen liegende noch groBere
lebendige Kraft annehmen. Wenn zwei Molekiile zusammen-
stofen, so sollen sie ihre lebendige Kraft in gar mannig-
faltiger Weise verindern. Aber immer soll nach dem StoBe
die lebendige Kraft jedes Molekiils wieder ein Vielfaches von &
sein. Ich brauche wohl nicht zu bemerken, daB wir es da
fir den Augenblick nicht mit einem reellen physikalischen
Probleme zu tun hahen. Es diirfte schwer sein, eine Vor-
richtung zu ersinnen, welche den ZusammenstoB zweier Korper
so reguliert, daB nach demselben die lebendige Kraft eines
jeden immer ein Vielfaches von ¢ ist. Darum handelt es sich
hier auch gar nicht. Jedenfalls steht es uns frei, die mathe-
matischen Konsequenzen dieser Annahme zu priifen, welche
nichts weiter als ein Hilfsmittel sein soll, um uns die Be-
rechnung des physikalischen Vorganges zu erleichtern. Denn
zum Schlusse werden wir ja & unendlich klein, p& unendlich
groB setzen, wodurch sofort die unter (26) gegebene Reihe
lebendiger Krifte in eine kontinuierliche, unsere mathematische
Fiktion also in das frither behandelte physikalische Problem
iibergeht. Wir nehmen nun an, zur Zeit # befinden sich w,
Molekille mit der lebendigen Kraft & w, Molekille mit der
lebendigen Kraft 2¢...w, mit der lebendigen Kraft ps in der
Volumeinheit. Wir nehmen wieder an, schon zur Zeit ¢ sei
die Verteilung der lebendigen Kraft eine gleichformige ge-
wesen (die mit w bezeichneten GroBen seien also unabhingig
davon, wo wir den Raum vom Volumen eins konstruieren) und
fir die Geschwindigkeitsrichtung sei jede Richtung im Raume
gleich wahrscheinlich gewesen. Im Verlaufe der Zeit werden
aus der Volumeinheit Molekiile von einer gewissen lebendigen
Kraft, z. B. k¢ austreten; allein da die Verteilung der leben-
digen Kraft eine gleichférmige ist, so werden durchschnittlich
ebenso viele wieder aus der Umgebung eintreten. Und da es
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sich hier nur um Durchschnittswerte handelt, so werden
sich die mit = bezeichneten Anzahlen also nur durch die Zu-
sammenstole verindern. Wollen wir daher die Differential-
gleichungen fir die Verinderungen der w aufstellen, so miissen
wir die ZusammenstoBe einer niheren Betrachtung unterziehen.
Bezeichnen wir mit N die Zahl der ZusammensttBe, welche in
der Volumeinheit wahrend der sehr kleinen Zeit z so ge-
schehen, daB vor denselben die lebendige Kraft des ersten
der stoBenden Molekiile k&, die des zweiten l&, nach dem
StoBe aber die des ersten xz, des zweiten ie ist. Die vier
GrdBen £, [, «, 1 sind ganze positive Zahlen = p; denn Zusammen-
stoBe, bei demen die GroBen %, I, », A andere Werte hiitten,
finden, wie wir wissen, nicht statt. AuBerdem besteht zwischen
denselben die Gleichung .

(27) E+l=x+ 21,

da die Summe der lebendigen Kraft beider Molekile vor dem
StoBe gleich der Summe der lebendigen Kraft beider Molekiile
nach dem StoBe sein muB. Da wir es gegenwiirtig nicht mit
einem reellen physikalischen Probleme zu tun haben, so kbnnen
wir diese Anzahl V¥ natirlich auch nicht wirklich bestimmen;
wir konnen iiber dieselbe vielmehr jede beliebige Voraus-
setzung machen und die daraus folgenden Konsequenzen priifen.
Wollen wir aber, daB unser Problem fiir unendlich kleine ¢ in
das frither behandelte iibergeht, so miissen wir voraussetzen,
daB N vollkommen analog bestimmt sei, wie frither die An-
zahl der ZusammenstéBe bestimmt war. Wir nehmen also an,
die Zahl VX sei wieder erstens proportional der Zeit 7, zweitens
proportional der Anzahl der Molekiile mit der lebendigen Kraft
k& in der Volumeinheit, also proportional w,, drittens propor-
tional der Zahl w, Das Produkt dieser drei Grofen sei noch
zu multiplizieren mit einem gewissen Proportionalititsfaktor,
der noch von den vier die Natur des ZusammenstoBes be-
stimmenden GroBen %, I, x, A, aber nicht von der Zeit ab-
hingen kann, und mit 45 bezeichnet werden mag. Fassen
wir alles dieses zusammen, so haben wir also:

(28) Nm=r.wk.wl.Aff.
Jetzt ist die Zahl der ZusammensttBe ganz analog wie
frither in Formel (2) bestimmt. Die Grisfe 4 tritt an die Stelle
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der frither mit v bezeichneten. Wollen wir die Analogie voll-
stindig machen, so miissen wir der GréBe 4 auch noch die-
selben KEigenschaften beilegen, welche die GroBe 1 hatte.
v erfilllte die Gleichung

(29) V.z':t:’ Yz, =VE+2—-§yzr+2 —§a).

In unserem Falle sind die lebendigen Kriifte vor dem
StoBe k¢, (e, die nach demselben x¢, Aé; in unserem Falle
ist also

z="re, 2’ =le, f=2e, 242 —E=)s.

Der GroBe w (z, 2, £ entspricht 4,5, und man sieht leicht, daB
der GroBe (g z + 2 — & z) die GroBe A7 entspricht. Die
Gleichung (29) geht also in unserem Falle iiber in

(30) VEL 4y = Vxd. 4.

Nun ist die Analogie eine vollstindige, und wir brauchen
nur ¢ unendlich klein, pe unendlich groB zu setzen, um aus
der Losung dieses Problems die des frither behandelten physi-
kalischen zu erhalten. Die Formeln werden etwas einfacher,
wenn wir Y[ 45, was ja wieder eine von den vier Zahlen 7, x, A
abbangige Konstante ist, mit BJ; bezeichnen. Dann geht die
Gleichung (30) iiber in

(31) BE — g2

und die Gleichung (28) verwandelt sich in
Nkz p— W Wy xl- .

(32) 2k T Vk_l 11

Die Quadratwurzeln sind natiirlich positiv zu nehmen, da
NP wie die w wesentlich positive Zahlen sind, und wir die B
auch immer positiv wahlen wollen. Nach diesen Vorbereitungen
fragen wir uns, welche Verinderung die GroBe w, wihrend
der Zeit z erfihrt. w, ist die Zahl der Molekille mit der
lebendigen Kraft ¢ in der Volumeinheit. Wir wissen, daB sich
diese Zahl nur infolge der ZusammenstoBe verindert. So oft
némlich zwei Molekiile so zusammenstoBen, daf vor dem StoBe
eines derselben die lebendige Kraft ¢ hat, wihrend nach dem-
selben keines mehr die lebendige Kraft ¢ hat, wird diese Zahl
um eins vermindert. Umgekehrt, so oft zwei Molekiile so zu-
sammenstoBen, daB vor dem StoBe keines, nach dem StoBe
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aber eines die lebendige Kraft ¢ hat, wird jene Zahl um eins
vermehrt. Ziehen wir also die erstere Zahl von w, ab, und
addieren die letztere hinzu, so erhalten wir die Zahl der
Molekiile in der Volumeinheit, welche zur Zeit ¢4+ 7 die
lebendige Kraft ¢ haben, und welche wir mit w,” bezeichnen
wollen. Es handelt sich also jetzt um die Zahl der Zusammen-
stoBe, vor denen eines der stoBenden Molekiile die lebendige
Kraft ¢ hatte. Wenn auch das andere die lebendige Kraft s
hatte, so miissen nach dem Stofe wieder beide die lebendige
Kraft ¢ haben, da die Summe der lebendigen Kraft beider
nach dem StoBe wieder 2 ¢ sein muB und keine anderen leben-
digen Krifte als die in der Reihe (26) verzeichneten vorkommen
konnen. Hatte vor dem StoBe ein Molekiil die lebendige
Kraft ¢, das andere 2¢, so muB aus demselben Grunde auch
nach dem StoBe eines die lebendige Kraft &, das andere 2
haben. Durch alle diese ZusammenstoBe #ndert sich also die
Zahl der Molekiile mit der lebendigen Kraft ¢ nicht. Anders
aber ist die Sache, wenn vor dem StoBe ein Molekiil die
lebendige Kraft ¢, das andere 3¢ hatte; dann kénnen nach
dem StoBe beide die lebendige Kraft 2 haben. Durch jeden
dieser ZusammenstjBe wird die Zahl der Molekiile mit der
lebendigen Kraft ¢, also w;, um eins vermindert. Im ganzen
geschehen X? solcher ZusammenstiBe in der Volumeinheit
wihrend der Zeit z; durch alle diese ZusammenstoBe zusammen
nimmt also w, um N33 ab. Es ist also V12 von w, zu sub-

trahieren. Ebenso sind Ni, Nii, NS ... N;2 . von =
zu subtrahieren. Dagegen sind die Zahlen N?2, N fi,...N{’,;l'

dazu zu addieren, weil durch jeden dieser ZusammenstsBe die
Zahl der Molekiile mit der lebendigen Kraft ¢ um eins ver-
mehrt wird. FEs ergibt sich somit:
{w;=w1-ﬂf;:—ﬂf;;—N;;—N;:—
FNI AN NN
Das Gesetz, welches hier herrscht, ist leicht zu iibersehen.
Zu subtrahieren sind alle &, welche oben den Index 1 haben,
zu addieren alle, welche unten den Index 1 haben. Diejenigen,
welche diesen Index sowohl oben als auch unten haben, sind
zu addieren und subtrahieren, konnen also ganz weggelassen
werden. (Frither, im Integral, haben wir diese sich tilgenden

(33)
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Glieder bequemlichkeitshalber nicht fortgehoben.) Dabei ist
noch zu beachten, dabB die vier Indizes der & die Gleichung (27)
erfillen miissen, und daB zwei N, welche durch gleichzeitige
Verwechslung der oberen und unteren Indizes auseinander
hervorgehen (z. B. N}! und N!!) ganz identischen Zusammen-
stoBen entsprechen, daher nur einmal addiert (respektive sub-
trahiert) werden diirfen, Entwickeln wir »,” nach dem Taylor-
schen Lehrsatze, so ergibt sich

dw,
dt

’
w, =w +T

Substituieren wir dies, sowie die durch die Gleichung (32) ge-
gebenen Werte IV in die Gleichung (33), so ergibt sich, nach-
dem mit = wegdividiert wurde :

du’:_ 13w Wy 14 W Wy 14 W W, 15 W Wy

e S I 8 e 8 T

22 ﬂ 23 Wy Wy s3z_We Wy 24 Wo W, —
B 3 PG E TRy s tRia et

welche Gleichung unter Beriicksichtigung der Gleichung (32)
auch so geschrieben werden kann:

dw, —B”(Wg Wy Wy )

dr T T2 T Yiys
+(Blt + B (2T — ) o
Ebenso findet man
dwy, 13(“’1“3 _ﬁ)
dt T\YV1Vs 2
14 1 (1%, Wy
+B+ B (o — ] 4
34) |
dw, _ 1,p 1,p WpaWy W Wy
T = Bl B3 (R0 - )
+ (Bfoa+ Byt (TR _ At ) 4

VsVe—2~ ViVp
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Es bedarf hochstens noch einer Erliuterung, warum

das Glied

13_ % ¥y

22 Vivs
im Ausdrucke fiir dw, /d¢ den Faktor 2 hat. Dieses Glied
rithrt von jenen ZusammenstéBen her, fiir welche vor dem
StoBe ein Molekiil die lebendige Kraft s, das andere 3 nach
dem StoBe beide die lebendige Kraft 2& haben; durch jeden
dieser StoBe wird die Zahl der Molekille mit der lebendigen
Kraft 2¢ nicht um eins, sondern um zwei vermehrt, weil ja
durch jeden dieser StdBe gleichzeitig zwei Molekiile die lebendige
Kraft 2¢ gewinnen. Daher miissen alle diese StéBe doppelt
gezahlt werden. Ebenso zihlen im Ausdrucke fir dw,/d¢
die Glieder

15 Wi Ws
‘Bas

V5
und
24 _ W W,
B yY2yYe

usw. doppelt. Es wire leicht, das Gleichungssystem (34) durch
Summenformeln darzustellen; ich glaube aber, daB dadurch
fir die Deutlichkeit nichts Wesentliches gewonnen wiirde; das
Bildungsgesetz ist ja nach dem Auseinandergesetzten klar.
Man sieht auch, daB dies genau das Gleichungssystem ist, in
welches die eine partielle Differentialgleichung (18) iibergeht,

wenn man sie nach der friiher auseinandergesetzten Lagrange-

schen Methode durch ein System von p gewthnlichen Differential-
gleichungen ersetzt und f(ke, ¢) mit w, bezeichnet. Um die
Gleichungen (34) etwas zu vereinfachen, setzen wir
w, = k- u,.
Dieselben verwandeln sich dann in

d i "
?’?‘ = Byi(ws—uyug) + (Byi+ By (up ug—uy u) +..

d
2 o = 2B} (g uy— ud) + (B 4+ BLE) (g u,— vy ) +..

(33)

duy _

P2 =By +Bh3 Nuyu,, —uu) +...
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Aus diesen Gleichungen liaBt sich wieder beweisen, daB

E=uloguy + '|/§1,.:210gu2 e+ ]/?uplogu‘p
bestindig abnehmen mubB, solange nicht »} —u, uy, u,u,—u, ...,
kurz alle in den Gleichungen (35) mit den Koeffizienten B multi-
plizierten Ausdriicke verschwinden. Die Gleichungen (35) haben
das Unbequeme, daB sie sich hochstens durch Summenformeln,
nicht aber explizit vollstiindig hinschreiben lassen. KEs wird
daher ohne Zweifel die Deutlichkeit erhdhen, wenn wir, mit
den einfachsten Fillen beginnend, erst allmihlich zum all-
gemeinen Falle iibergehen. Sei zuniichst p = 3; die Molekiile
seien also nur fihig, drei verschiedene lebendige Krifte, ¢ 2¢
und 3& anzunehmen. Dann reduziert sich das Gleichungs-
system (35) auf folgende drei Gleichungen:

= B — )
(36) V2

V B ;: (u; — % ua)
und der Ausdruck fir £ geht iiber in

E=ulogu, + V2u,logu, + 1 3u,logu,
Die Differentiation liefert

= 2 B} (u, ug — uj)

& oo o™
& &
mlE o o
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oder
L2
dt
Von den beiden Faktoren, welche auf der rechten Seite
dieser Gleichung mit B}? multipliziert sind, ist fir «? > u ug
der erste positiv, der zwe1te negativ, fiir u?<u, u, aber der
erste negativ und der zweite positiv; ihr Produkt ist daher
immer negativ, und da B}? wesentlich positiv ist, so ist d E/d ¢
immer negativ oder glemh Null; letzteres fiir u? = u u,. Nun
1aBt sich aber leicht beweisen, da.B E nicht neganv unendlich
werden kann. Selbstverstandhch kann keine der drei GroBen u,,
u, und u; negativ oder imagindr werden. Fir positive  aber
kann ulogu bekanntlich keinen groBeren negativen Wert als — 1/e,
die GroBe £ also keinen groBeren negativen Wert als

_1+Y2 +V3s
€

= B} (u] —ulus}log(u‘:"‘)-

annehmen, wobei ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist.

Es muB sich also %, da sein Differentialquotient nicht
positiv sein kann, immer mehr einem Minimum nihern, fir
welches d F[dt =0, also u? =u u, ist. Ganz in derselben
Weise kann der Beweis auch gefiihrt werden, wenn n> 3 ist.
Ich betrachte hier nur noch den Fall » = 4. In diesem Falle
reduzieren sich die Gleichungen (35) auf

dt’ dt' di’ dt

dad 4 By

2E logu + 145 4 (logu, + 1) 22 + (og u, + 1) 52 = Bul—uwu)+ (B + BLY) (g — ),
oder nach verinderter Anordnung der Glieder : 37) ]/_ =28}y, —ug)+(B)i + BLY) (wyu,~uguy)+ B2iul~u,u,),
du

d 38~ RBl3y?__ _Bl 4 _Bl 4

aizE log 4, dt B g V2 logu, @:z + ﬁk’gusd_? V_:t 22(%3 —ug)+(B 4 + B 1) (wy u,— uyug) + 2B (wyu,—u?),
a!u, ‘|,/_ V_d“s '|/4 e (Bys+B13) (yuy —wu,)+ B2 Aul —uyu,). »

Fir E aber findet man

Die Summe der letzten drei Glieder verschwindet gemaB . _

den Gleichungen (36) und man erhdlt somit d £/ d¢, indem man . E = ulogu, + )24, log uy + V3usloguy + Ydu,logu,, i
die erste dieser Gleichungen mit logu,, die zweite mit logu,, dE _ du; 5 d m
die dritte mit logu, multipliziert und alle drei addiert. Fihrt , dar - %%y +V2log “2 d: = +3log ua—dg-ﬂf_log Uy :
man dies wirklich aus, so erhilt man Stibetitiiect asn Hier: fix
M = B2 . (u? — u, u,) - (logu, + logu; — 2log u,) du,  du d g du,
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ihre Werte aus den Gleichungen (37), so ergibt sich nach
passender Anordnung der Glieder

% = B}3 (u} — u, u,)log (u;;s) + By (u; — wy u)log (u, :“)

U Uy

+ (B + BiD) oy vy — ) log (75) -
Ich bemerke, daB die Verinderung der Anordnung der
Summanden, welche hier erforderlich war, nichts anderes ist
als unsere frithere weitldufige Transformation des bestimmten
Integrals. Aus dem obigen Ausdrucke sieht man sofort, daB

dE|dt wieder notwendig negativ ist, wenn nicht gleichzeitig
Uy = Uy Uy, Ug= Uy Wy, U Ug = Uy U,
ist, wofir man auch setzen kann
2 3
uy = i .

Uy (O

Ebenso findet man fiir den allgemeinen Fall, daB d E/d¢
notwendig negativ ist, daher # notwendig abnimmt, wenn nicht

i Y. |
(88) . us=ﬁ, Uy =g
ist. Da nun E wieder keinen griBeren negativen Wert als
1+V2+V3+...Vp
(39) — 4

annehmen kann, so muB es sich notwendig einem Minimum
immer mehr und mehr nihern, fiir welches die Gleichungen (38)
bestehen werden. Es nihert sich daher die Zustandsverteilung
immer mehr der durch die Gleichungen (38) bestimmten. Es
ist noch zu beweisen, daB die Gleichungen (38) die Zustands-
verteilung eindeutig bestimmen. Addieren wir alle Gleichungen
(85), so ergibt sich

+Y2i% 3% 4 Yp S =0,

daher

(40) u1+]/§u2+]/§u3+...+]/]_9up=a.
In zhnlicher Weise findet man

b
(41) u +2V2u,+3Y3u+ ...+ pVpu, = 4»
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wobei @ und b Konstanten sind. Die Bedeutung dieser Gleichungen
liegt auf der Hand. Es ist niamlich

w, + w, + wy 4 _u-{-ﬁuzi]/gua

die Gesamtzahl der Molekiile in der Volumemhelt, b aber ist
ihre gesamte lebendige Kraft. Die Gleichungen (40) und (41)
besagen uns also, daB jene beiden GroBen konstant sind.
Seien uns die beiden GroBen a und &, also die Gesamtzahl
der Molekiile in der Volumeinheit und ihre gesamte lebendige
Kraft gegeben. Dann wollen wir den Quotienten u,[u, =y
setzen. Die Gleichungen (38) gehen dann iber in

= - — -l
ug =%y, wu,=y%u,... u, = y¥ y.

Substituiert man diese Werte in die Gleichungen (40) und
(41), so findet man daraus mit Leichtigkeit

[pa—%] Vere + [(p-—- ])a—%]myrz+
o+ (3a—%)]/§73+ (2a-—%)]/§y—{-a———z-=0.

Da alle » notwendig positiv sind, so sieht man unmittel-
bar, daB (4/¢)— a positiv, (b/¢)— pa aber negativ sein muB. Es
mub daher 4 zwischen ¢a und ¢p a liegen. In der Gleichung (42)
ist daher der Koeffizient von y#! positiv, das von y freie Glied
aber negativ. Ihr Gleichungspolynom ist also fiir y = oo positiv,
fir y = 0 negativ; sie liefert also eine positive Wurzel fir y
und sie liefert nur eine, weil die Reihe der Koeffizienten nur
elnen Zeichenwechsel hat. Negative oder imaginire Werte fiir
7 haben natiirlich keinen Sinn. Aus y aber lassen sich alle u,
mithin auch die w eindeutig bestimmen. Wie immer also die
Zustandsverteilung zu Anfang der Zeit gewesen sein mag, es
gibt eine, und nur eine, der sie sich mit wachsender Zeit
immer mehr nahert. Dieselbe hingt bloB ab von den Kon-
stanten @ und &4, also der Gesamtzahl und der gesamten
lebendigen Kraft der Molekille (Dichte und Temperatur des
Gases). Dieser Satz wurde zunichst nur fiir den Fall be-
wiesen, daB die Zustandsverteilung schon zu Anfang der Zeit
eine gleichformige war. Er muB also auch gelten, wenn dies
nicht der Fall war, wenn die Molekiile nur so verteilt waren,
daB sie sich mit wachsender Zeit immer mehr mischen, daB

(42)
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also die Zustandsverteilung nach Verlauf einer sehr langen
Zeit eine gleichférmige wird, und dies wird immer der Fall
sein, mit Ausnahme ganz spezieller Fialle, z. B. wenn die
Molekiile anfangs in einer geraden Linie angeordnet gewesen
wiren, und aunch von den Winden in diese Gerade zuriick-
reflektiert wiirden. Da wir dies fiir beliebige p und & be-
wiesen haben, so konnen wir sofort zu dem Falle iibergehen,
wo 1/p und & unendlich klein sind.’) Wir haben zunachst:

w,=Vhu =unVEy

1) Fiir sehr groBe p wird der Ausdruck (39) sehr groB von der
Ordnung p*:. In diesem Falle ist es also notwendig, einen kleineren
negativen Wert aufzusuchen, den E niemals diberschreiten kann. Die
hier mit E bezeichnete GroBe unterscheidet sich durch eine Konstante
von der frither so bezeichneten. Wollen wir die in der Anm. S. 339,
Gleichung (17a) mit E, bezeichnete Grosse erbalten, die wieder nur
durch eine Konstante von den iibrigen mit diesen Buchstaben bezeich-
neten GriBen verschieden ist, so miissen wir zu unserem gegen-
wirtigen E noch

3 1o,
——2g—6(u1+'|/2_% +..)
addieren. Es ist also
E =E— 31;g5(u1 +V2u+ .. =ulog (ﬂ%) + V2 u, log (ﬂ%) du g
& &

Es ist zundchst klar, daB FE, eine fiir alle reellen positiven Werte
der u reelle und kontinuierliche Funktion derselben ist. Ferner kann
(wenn wir eine negative GroBe als um so kleiner bezeichnen, je groBer
ibr Zahlenwert ist) F nicht kleiner als der Ausdruck (39), also E; nicht
kleiner als

— 3@ +VZ+...Vp)—falogs

werden. Es muB daher E, ein Minimum haben, wenn die u alle reellen
positiven mit den Gleichungen (40) und (41) vertriglichen Werte durch-
laufen. Man beweist zunichst leicht, daB fiir dieses Minimum keines
der % gleich Null sein kann, daB es also nicht an der Grenze der von
den w gebildeten Mannigfaltigkeit liegen kann, und folglich nach den
gewohnlichen Regeln der Differentialrechnung gefanden wird. Addieren
wir zum totalen Differential von E, das der beiden Gleichungen (40)
und (41); ersteres mit dem unbestimmten Multiplikator 1, letzteres mit
dem ebenfalls erst zu bestimmenden Multiplikator p multipliziert, so
ergibt sich

(logu, + » + p) duy + (loguy + 4 +24)V2dey + ... =0.
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Fiir unendlich kleine ¢ setzen wir nun wieder

(43) t=dz, he=z, y=¢2, B¢

) 53!2

Fir das Minimum muB bekanntlich der Faktor jedes Differentials

verschwinden, woraus man nach Elimination von i und u erhilt
logu, — logu, = logw; — logu, = ...
oder
- o
”s—E'r Uy = w7

worin man sogleich die Gleichungen (38) wieder erkennt. Dieselben be-
stimmen also in der Tat den kleinsten Wert, den E, annehmen kann,
wenn die « alle moglichen mit den Gleichungen (40) und (41) vereinbaren
Werte annehmen. Da aber die » wihrend des ganzen Vorganges in
der Tat an die Gleichungen (40) und (41) gebunden sind, so ist dies der
kleinste Wert, den F, wiihrend des ganzen Vorganges anzunehmen im-
stande ist. Um denselben zu berechnen, setzen wir wieder

Uy =y, Uy = Uy,
Wir wissen, daB wir dann aus den Gleichungen (38), (40) und (41) einen
einzigen positiven Wert fiir 4 finden, der also dem wirklichen Minimum
von E, entsprechen mufB. Dieser Minimalwert von E, ist also

E=lblogf+ alog( u’ﬂ )
& 9,81'2

Einen kleineren Wert kann E, nicht annehmen. Und dieser Wert bleibt
selbst fiir unendlich kleine £ und unendliche p endlich. Er geht niimlich
mit Riicksicht auf die Gleichungen (43) iiber in

alogC—2%h,

1 . 3a
a=glfw® P=ay

ist, so kann man hierfiir schreiben

1
)/ 5 ClosC = b,

was, da die Konstanten C und % nicht unendlick sind, eine endliche
GroBe ist. Es kann also die mit E, bezeichnete GroBe nicht negativ
unendlich werden, dagegen konnte E positiv unendlich sein. Doch 1iBt
sich leicht zeigen, daB dann unméglich Wirmegleichgewicht herrschen
kann, Dies, sowie eine ausfiihrliche Diskussion der Ausnahmefille, wo

oder weil

lim%Lr’(e,t +)logflet+1)+ VEf@et+)logf(Ret+1) +...
—fletlogfle, ) — V2 f(2e Dlogf(2ef) —...]

ungleich ausfallen kinnte, je nachdem &/z oder z/s verschwindet, wiirde
mich jedoch hier zu weit fiihren.
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und erhalten
w, = Cl/z_-e"“‘d:r,

also wieder die Maxwellsche Zustandsverteilung. Ebenso
iiberzeugt man sich, daB die Summe, welche wir hier mit &
‘bezeichnet haben, abgesehen von einem konstanten Addenden,
in das Integral der Formel (17a) iibergeht; wir erhalten also
nach dieser Methode alle Resultate wieder, welche wir friiher
durch die Transformation der bestimmten Integrale gewannen,
und sie hat den Vorteil, daB sie viel einfacher und durch-
sichtiger ist. Nur muB man sich dabei an die Abstraktion, daB
ein Molekiil nur imstande sei, eine endliche Anzahl lebendiger
Kriifte anzunehmen, als Ubergangsstadium gewohnt haben.

Setzt man in dem Gleichungen (35) die Differential-
quotienten der u nach der Zeit gleich Null, so erhilt man die
Bedingungsgleichungen, daB die Zustandsverteilung sich mit
wachsender Zeit nicht #ndert, also stationéir ist. Man sieht
sogleich, daB die Gleichungen (35) dann auBer der von uns
gefundenen noch zahlreiche andere Losungen haben, welche
aber keine denkbaren stationiren Zustandsverteilungen dar-
stellen, da dabei die Wahrscheinlichkeit gewisser lebendiger
Krifte notwendig negativ oder imaginir ausfillt. Ganz analog
verhilt es sich natiirlich auch, wenn, wie es in der Natur der
Fall ist, jedes Molekiil alle lebendigen Krifte von Null bis
Unendlich annehmen kann. Die Bedingung, daB die Zustands-
verteilung stationdr sei, erhilt man dann, wenn man in der
Gleichung (16)

f (=)
at =0

setzt. Dieselbe ist also

@ x+z’
_ f(g)f(z'[‘ft’—‘f)__ (@) f) v . ,
O"II[VE e ]V” Wiz, o, & de’ dE.
00
Eine Losung dieser Gleichung ist

= CYze—ts;
also die Maxwellsche Zustandsverteilung. Aus dem vorher
Gesagten aber folgt, daB dieselbe noch unendlich viele andere
Losungen hat, welche aber nicht brauchbar sind, da dabei f(z)
immer fiir gewisse r negativ oder imaginir ausfillt. Daraus
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folgt am klarsten, daB Maxwells Versuche, a priori zu be-
weisen, daB seine Liosung die einzige sei, fehlschlagen muBten.
Sie ist nicht die einzige, sondern es kann nun bewiesen werden,
daB sie allein lauter positive Wahrscheinlichkeiten liefert, daB
sie also allein hrauchbar ist.

III. Diffusion, Reibung und Wirmeleitung der Gase.

Hier sollen nur noch wenige Bemerkungen Platz finden,
die sich auf den Fall beziehen, daB die Zustandsverteilung
zwar nicht ganz regellos, aber doch auch nicht das ist, was
wir gleichfSrmig genannt haben, und dafl auch nicht alle Ge-
schwindigkeitsrichtungen gleichmaBig vertreten sind, was bei
innerer Reibung und Wirmeleitung stattfindet. Dann sei

f&ndxyzdsdndl

an der Stelle im Gase, deren Koordinaten z, y, z sind, die
auf die Volumeinheit entfallende Anzahl der Molekiile, fiir
welche die Komponente der Geschwindigkeit in der Richtung
der z-Achse zwischen & und £ + 4§, die in der Richtung der
y-Achse zwischen n und # 4 d#, die in der Richtung der
z-Achse zwischen £ und ¢+ d{ liegt. Ein ZusammenstoB ist
durch die Geschwindigkeitskomponenten &, 7, { und &, =, &
der beiden stoBenden Molekiille vor demselben, sowie durch
die GroBen & und ¢ bestimmt. (Letztere beide GrioBen, sowie
die spiter vorkommenden 7, %, 4,, X usw. sollen dieselbe Be-
deutung wie in Maxwells Abhandl. Phil. mag. 4. ser. vol. 35
haben.) Funktionen dieser acht Variablen sind die Geschwindig-
keitskomponenten &', 7’, {’ und §’, %', £’ nach dem StoBe.
Schreiben wir der Kiirze halber dw, fir d§ dn, 4§, und
bezeichnen mit f den Wert der Funktion f (&, 7, &, =, v, 2, &),
mit £, /" und ;" die Werte dieser Funktion, wenn man darin
fiur £9¢&, baw. & 7, &, &' 7L oder &' L setzt; dann muB
die Funktion f der Differentialgleichung

of af af af af af
T+§H+ﬂa‘+§ +X +Y +Z

9 + [do, [2ab [aq7(ff,—ff)=0
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geniigen, wie man leicht sieht, wenn man ein Volumelement
sich mit den Geschwindigkeiten &, n, { fortbewegt denkt und
erwigt, wie sich in demselben die Zustandsverteilung durch
die ZusammenstoBe verindert. Ist das Gas von fixen Winden
umgeben, so folgt aus der Gleichung (44) wieder, daB Z durch
die Molekularbewegung nur abnehmen kann, wenn man setzt

E=ffffffflogfdzdydzd§dndg,

welcher Ausdruck der Entropie des Gases proportional ist.
Um fiir den Fall anderer Grenzbedingungen nur ein Beispiel
zu geben, sei die AbstoBung zweier Molekille der 5. Potenz
ihrer Entfernung verkehrt proportional. X, ¥, Z sollen im
folgenden immer verschwinden. Wir wollen setzen
(45) =41+ 2hayf + cEn)e-rE+7+0)
wobei die beiden Konstanten ¢ und ¢ sehr klein sein sollen.
Substituieren wir diesen Wert in die Gleichung (44), vernach-
lassigen die Quadrate und Produkte von ¢ und ¢ und fithren
die Integrationen nach & und ¢ genau so durch, wie es
Maxwell in der zitierten Abhandlung (S. 141—144) lehrt, so
finden wir, daB die Gleichung (44) erfiillt ist, wenn
__2ha

34,k
gemacht wird. Die Formel (45) gibt also eine mogliche Zu-
standsverteilung, und zwar diejenige, wobei sich jede der
z z-Ebene parallele Schicht in der Richtung der z-Achse mit
der Geschwindigkeit ay bewegt, wenn y die y-Koordinate der
betreffenden Schicht ist, also den einfachsten Fall innerer
Reibung. Die Reibungskonstante ist das in der Zeiteinheit
durch die Flicheneinheit hindurchgehende durch — a dividierte
Bewegungsmoment, also

e&n e SIS EnfdEdndt _ 1 p
a a  [fffdEdqdc T 64 kh T 34,ko ]

genau wie sie schon Maxwell gefunden hat. Die Bezeich-
nungen sind durchaus die von Maxwell gebrauchten. Ein
allgemeinerer Ausdruck ist folgender:
(46)[f=A[l—%”(Z—:+g—;+gg"’)(§Z+n2+é‘“)+2h(u§+vn+w§)

+ @B By P an+ B Gy §n) e hE o,
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Derselbe geniigt ebenfalls der Gleichung (44), wenn , v, w

lineare Funktionen von =z, y, z sind, und
2k du P 2k dv ﬂ)

S4kp 0z’ “ T T Sdkg \0z ' dy
gesetzt wird. Analoge Werte haben 3, 7, 8 und ". Der Aus-
druck (46) stellt eine beliebige Bewegung des Gases dar, bei
der die Geschwindigkeitskomponenten #, v, w im Punkte mit
den Koordinaten z, y, z lineare Funktionen dieser Koordinaten
sind. Wenn nicht

& =—

du dw dw

% tTay T =0
ist, so #ndert sich die Dichte und Temperatur mit der Zeit.
Letztere wie bel einem Gase, dem man keine Wiarme zufiithrt.
Berechnet man mittels des Ausdruckes (46)

_2; F} é:_"] ]

so erhilt man wieder die schon von Maxwell gefundenen
Werte. Wire 0%z /02* von Null verschieden, so erhielte man
in die Gleichung (44) noch ein Glied, das sich nicht tilgen
wiirde, namlich

% CESe-A@ A,
als dessen durchschnittlichen Wert wir etwa

de '_2'3' —h(E T4y 2k r* —ﬁ(E’-i-’."'!'mﬂ‘
= lEl e “ 34k V¢ ° 3z*

- ilfi..gﬁ:. e—hE+n2+0Y)
eV p o

annehmen konnen. Man sieht leicht, daB dieser Wert gegen
jedes der iibrigen Glieder, aus denen die Gleichung (44) be-
steht, wenn man darin den Wert vou f aus Gleichung (46)
substituiert, verschwindet, daB also die Gleichung (44) noch nahe
erfilllt ist, man somit bei Berechnung der Zustandsverteilung
die GroBen u, v, w nach dem Taylorschen Satze entwickeln
und bei den ersten Potenzen von z,y, z stehen bleiben kann.
Das erste Glied der Gleichung (44) nach Substitution des
Wertes f aus Gleichung (46) ware z. B.

- Egﬁszg_“e—h{s'+n‘+c*)_
z

(47)

—
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Sein mittlerer Wert also
%%e-ﬂf’ﬂ +on,

Berechnet man den Quotienten dieser GroBe in die GroBe (47)
fir Luft bei 0°C und dem Normalbarometerstande numerisch,
CRTE . Do
Ju/dx
selbe ist also selbst dann noch verschwindend klein, wenn
duldx

02w /B
um 1mm voneinander abstehen, durchschnittlich sich wie 1:2
verhalten. Erst wenn dies schon fir Werte von Gu/dz der
Fall ist, deren Abstinde nicht mehr groB gegen die mittlere
Weglinge sind, wiirde dieser Quotient erheblich. Auch der
Wert

=41+ azx+ by +cz—(a§ + by + cd)f]e=r&+n"+29

befriedigt die Gleichung (44). Fiir ein Gemenge zweier Gas-
arten wollen wir die auf die zweite beziiglichen GriBen durch
emmen unten angefiigten Stern bezeichnen, p und p, seien die
Partialdrucke, m und m, die Massen eines Molekiils fiir beide
Gasarten, Dann tritt an die Stelle der Gleichung (44) folgende:

s+ sl gl o+ [ao, fsas [ag7 st —1f)
+[do, [sav[agP(rf,—f () =0

und eine analoge Gleichung fiir die zweite Gasart. Dem ein-
fachsten Falle der Diffusion entspricht das Integral

so findet man denselben etwa = 0,00009 mm x

etwa 1mm ist, wenn also die Werte von du/8z, die

(447)

" m“h“ —hm (&2 2
f= = N(1+2hmuf)e-tm@+2*+0)
(467)
fu= /T WAL+ 2hm, u, emrmeie a0,

wobei & und &, Funktionen von z, Nu und N, u, aber konstant
sein sollen. Keine GriBe soll Funktion der Zeit sein. Die
Gleichung (44%) ist befriedigt, wenn

dN

s NN 2hmm, (u—u)d k=0

ist. KEine analoge Gleichung muB fir », gelten. Es muB
also sein: 4+ N, = const. = der Anzahl der Molekiille beider
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Gase in der Volumeinheit; daraus folgt: Nu = — N, u, = der
Anzahl der Molekiile einer Gasart, die in der Zeiteinheit durch
den Querschnitt 1 gehen. Die Diffusionskonstante ist

Nu = 1 PP
. dN — (N+DN)2hmm, 4k = Akoonp+p)
dz
weil
9 = N+ N, =£____ N,
. PP VI
ist.

Will man die Bewegungsgleichungen erhalten, so multi-
pliziere man die Gleichung (44) oder (44*) mit m&d o (Wobei
do = d§ dnd{) und integriere iiber alle & #, £. Die vier ersten
Glieder dieser Gleichungen verwandeln sich dann in

8 (eu) ( £) | 8leEn) |, 8(eEQ)
+ + 3y e,
oder weil
de 3(914) d(v) |, dlow) _
at + S 7 -
in

6(95 §’)

o5y tuge+v it az)+a(§i')+a(9§ +
wobel
§=§’+H, ﬂ=ﬂ'+v’ €=C+w

gesetzt wurde. Die iibrigen Glieder aber liefern negativ ge-
nommen das durch die StoBe den Molekillen zugefiihrte Be-
wegungsmoment, das natiirlich verschwindet, wenn kein zweites
Gas beigemischt ist. Das zugefiihrte Bewegungsmoment mehr
der Resultierenden aller Druckkrifte

(_ 08 8@eFnm) a(ef’?))

oz dy dx
ist also gleich der mit der Dichte multiplizierten Beschleunigung
du u

Q(Gt +nge bz "‘”au +w%)'
Die letzteren Gleichungen gelten natiirlich fiir jedes beliebige
Wirkungsgesetz. Dagegen haben die Ausdriicke (45), (46) und
(46) nur dann Giiltigkeit, wenn die AbstoBung zweier Molekiile
der finften Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist.
Fir jedes andere Wirkungsgesetz, z. B. wenn die Gasmolekiile




366 22. Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen.

wie elastische Kugeln aneinander abprallen, befriedigen die
Ausdriicke (45), (46) und (46*) die Gleichungen (44) und (44%
nicht, fiir alle anderen Wirkungsgesetze ist also bei Diffusion,
Reibung usw. die Geschwindigkeitsverteilung durch kein so ein-
faches Gesetz gegeben. Fiir den Fall der Diffusion miiBte
dann f etwa in folgender Form dargestellt werden:
(47 A[1 4+ af+ 38 + o + )&+ dEs.. Jer@+w+e,
und ich sehe kein anderes Mittel zur Auflésung der Glei-
chung (44%), als die sukzessive Bestimmung der Koeffizienten
a, b, ¢c... Fur alle anderen Wirkungsgesetze ist also die
Geschwindigkeitsverteilung eines diffundierenden Gases nicht
dieselbe, als ob es sich allein im Raume mit seiner Diffusions-
geschwindigkeit » fortbewegte. Es riihrt dies daher, daB die
Molekiile mit verschiedenen Geschwindigkeiten auch verschie-
dene Diffusionsgeschwindigkeit haben, wodurch die Geschwin-
digkeitsverteilung fortwihrend gestort wird. Da die Glieder
des Ausdruckes (47*) mit £3, £#2... in die Diffusionskonstante
im allgemeinen Glieder von derselben Ordnung liefern, wie die
mit & so kann die Diffusionskonstante nicht numerisch exakt
erhalten werden, wenn man erstere bei Berechnung des mit-
geteilten Bewegungsmomentes vernachlissigt. Doch diirfte der
hierdurch herbeigefiihrte Fehler kaum sehr groB sein. Ahn-
liches gilt natirlich von der Reibung und Wiarmeleitung. Ja
es wird nicht nur der Wert, sondern auch die Konstanz der
Diffusions-, Reibungskonstante usw. bei anderen als dem
Maxwellschen Wirkungsgesetze fraglich.

Dem Falle der Wirmeleitung in der Richtung der z-Achse
entspricht unter Voraussetzung des Maxwellschen Wirkungs-
gesetzes folgender Werte von f:

f=A{l+az(E+72+ LY+ brtcE+gE(E2+ 2+ [Hle—HE+n+0,
woraus folgt
a a a 2 2
§ a_:]c: +”'é_; + ga_: =§ de~bEr O [o (B2 L 92+ LF) 4 B].

Das letzte Glied der Gleichung (44) aber reduziert sich,
wenn man darin den obigen Wert fiir # substituiert, und alle
Integrationen nach Maxwells Vorschrift ausfiihrt, auf

294,k MNE (52 +7f+ - 257) A e M7,
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Damit also die Gleichung (44) erfiillt sei, muf
; 1 ba
a=—2g4,kMN, b =5gA2k.MN-7;= g
sein. Die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit gehende
Masse ist

eE=e (35 + )
Soll die Wirmeleitung mit keiner Massenbewegung ver-

bunden sein, so muf also

_ 39
2h

sein. Bezeichnen wir mit 7' die absolute Temperatur, mit B
aber eine Konstante, so ist

M=, 5, &= . 1 3MB az
r=f®@+7+0-5=27E(1+57),

Cc =

daher mit Vernachlassigung von unendlich kleinem

aT a
= T.
Die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit gehende
lebendige Kraft ist

L= L@+ 0+ D
Die Mittelwerte konnen ohne Schwierigkeit mittels des

angenommenen Wertes von f berechnet werden. Man erhilt,
wenn man alle dabei vorkommenden Integrale von der Form

fff 75-2 (75-2 + 972 + é-z)n e—h(?+q=+c*)d§ dn dg
ausrechnet, was am besten durch Differentiation von NZ2 nach

h geschieht :
L._ig _ 5MNg
YT 8 R T 8

Die Wirmeleitungskonstante ist
L 5MNg & 5

C=—ar =~ "8k ol — BWT4E "
7
Beachtet man, daB

P ootk
?—5 Y
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ist, so ergibt endlich
5 p?
Lo TA &,

Da ich die Gasmolekiile dabei als einfache materielle
Punkte betrachtete, so ist bei mir die Maxwellsche GriBe
g = 1 das Verhaltnis der Warmekapazititen y = 1%/, Wird
daher die spezifische Warme (der Gewichtseinheit des Gases)
bei konstantem Volumen in gewdhnlichen Wirmeeinheiten ge-
messen mit w, das mechanische Warmeaquivalent mit 1/J be-
zeichnet, so ist nach einer bekannten Formel

2 J

) (y—l)w=~§~w=%.

Die Wiarmeleitungskonstante in gewdhnlichen Wirmeeinheiten
gemessen ist also s g
C=JC= Shdg 2 VM

C=

wobel u der Reibungskoeffizient ist. Dieser Wert der Warme-
leitungskonstante ist 3/,mal so groB, als der von Maxwell
gefundene, was in einem Verseben Maxwells bei Ableitung
seiner Gleichung (43) aus (39) seinen Grund hat. Die Gasmole-
kiile sind dabel von mir als einfache materielle Punkte voraus-
gesetzt, weil sich unter dieser Annahme allein die Rechnungen
exakt durchfithren lassen. In der Natur ist diese Annahme
freilich nicht erfiillt, und wiirden daher die obigen Formeln
bei ihrer Anwendung anf Experimente noch einer Modifikation
bediirfen. Zieht man die intramolekulare Bewegung nach der
Art Maxwells in Rechnung, so wiirde man erhalten
C= 58p*

40°TA K’
Doch scheint mir dies sehr willkiirlich zu sein, und man kénnte
leicht, wenn man die intramolekulare Bewegung in anderer
Weise in Rechnung zieht, erheblich andere Werte fir die
Wiarmeleitungskonstante erhalten. Aus diesem Grunde scheint
mir eine numerisch exakte Berechnung derselben aus der
Theorie, solange man picht mehr iiber die intramolekulare Be-
wegung weiB, unméglich zu sein, und seit daher die Wirme-
leitungskonstante, deren GroBenwert man frither kaum fiir be-
stimmbar hielt, durch Stefan in so genauer Weise experimen-
tell bestimmt wurde, scheint mir ihre experimentelle Bestim-
mung die theoretische an Genauigkeit weit zu iibertreffen.

5
C= S W
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Wie sich die Sache gestaltet, wenn die Funktion f keine
lineare Funktion von z ist, oder wenn gleichzeitiz Wairme-
leitung in anderen Richtungen oder Bewegungen stattfinden,
wird kaum einer weiteren Erliuterung bediirfen.

IV. Betrachtung mehratomiger Gasmolekiile.

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daB jedes Molekiil ein
einzelner materieller Punkt sei. Dies ist bei den in der Natur
vorkommenden Gasen sicher nicht der Fall. Wir werden der
‘Wahrheit offenbar weit niher kommen, wenn wir voraussetzen,
daB jedes Molekiil aus mehreren materiellen Punkten (Atomen)
besteht. Das Verhalten solcher mehratomiger Gasmolekiile soll
im gegenwirtigen Abschnitte der Betrachtung unterzogen wer-
den. Ich bemerke, daB die frither eingefihrten Bedeutungen
der Buchstaben in diesem Abschnitte nicht mehr gelten.

Die Anzahl der materiellen Punkte, also der Atome eines
Molekiils, sei r. Dieselben mogen durch ganz beliebige Kriifte
zusammengehalten werden, von denen wir bloB voraussetzen,
daB die zwischen je zwei Atomen wirksame Kraft eine Funk-
tion des Abstandes der beiden Atome sei, und ihre Richtung in
die Verbindungslinie derselben fillt, und daB sie so beschaffen
sind, daB sich die Atome eines und desselben Molekiils niemals
ganz voneinander trennen konnen. Ich will diese Krifte als die
inneren Krifte des Molekiils bezeichnen. Wihrend der weitaus
groBten Zeit der Bewegung eines Molekiils sollen auf die
Atome desselben bloB diese inneren Kriifte wirken. Nur wenn
das Molekiil einem anderen zufallig sehr nahe kommt, sollen
auch die Atome jenes anderen auf die Atome dieses Molekiils
wirken und vice versa. Ich nenne diesen Vorgang, wihrend

dessen beide Molekiile so nahe sind, daB sie aufeinander eine

bemerkbare Wirkung ausiiben, einen ZusammenstoB, und die

Kriifte, welche dabei die Atome des einen Molekiils auf die des
anderen und umgekehrt ausiiben, sollen die Krifte des Zusam-
menstoBes heiBen. Von ihnen setze ich wieder blof voraus,
daB sie Funktionen der Entfernung sind, ucd lings der Ver-
bindungslinie wirken, sowie daB sie so beschaffen sind, daB sich
die Atome der beiden Molekiile nicht austauschen, sondern daf
nach dem StoBe jedes Molekiil wieder aus denselben Atomen
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besteht, wie vor demselben. Um den Moment des Beginnes
eines ZusammenstoBes scharf definieren zu kounen, will ich
voraussetzen, die Wechselwirkung zweier Molekiile beginne
jedesmal, wenn die Distanz der Schwerpunkte beider Molekiile
gleich einer gewissen Grife ! wird. Diese Distanz wird dann
kleiner als /, wichst dann wieder, und wenn sie wieder gleich /
geworden ist, so hort die Wechselwirkung, also der Zusammen-
stoB wieder auf. Der Moment des Beginns des Zusammen-
stoBes ist freilich in der Natur wahrscheinlich nicht so scharf
markiert. Unsere Schliisse wiirden nicht alteriert, wenn ich den-
selben so charakterisieren wiirde, wie ich es in der Abhandlung
,Uber das Warmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gas-
molekiilen“ 8. 117) tat. Ich will jedoch hier der Einfachheit
halber die oben ausgesprochene Voraussetzung beibehalten,
welche iibrigens jener anderen an Allgemeinheit nicht einmal
nachsteht, da wir ja bloB angenommen haben, daB, solange die
Distanz der Schwerpunkte >/ ist, keine Wechselwirkung statt-
findet. Ist dieselbe = ! geworden, so kann in manchen Fillen
anfangs die Wechselwirkung noch immer gleich Null sein und
erst spiter beginnen. Um den Zustand eines Molekiils zu
einer gewissen Zeit £ zu definieren, denken wir uns ein fiir
allemal drei aufeinander senkrechte Richtungen fix im Raume
angenommen. Wir ziehen durch den Punkt, an dem sich
‘der Schwerpunkt unseres Molekiils zur Zeit ¢ befindet, drei
rechtwinklige Koordinatenachsen parallel jenen drei Richtungen,
und bezeichnen die Koordinaten der materiellen Punkte unseres
Molekiils beziiglich jener Achsen zur Zeit ¢ mit &, 7, &,
&,...L,. Ferner sei ¢ die Geschwindigkeit des ersten Atoms,
u;, v, w, ibre Komponenten in den Richtungen der Koordinaten-
achsen; dieselben GroBen seien fiir das zweite Atom c,, w,
v,, w,; fir das dritte ¢;, u;, v;, w; usw. Dann ist der Zu-
stand unseres Molekiils zur Zeit ¢ vollstindig bestimmt, wenn
wir die Werte der 6 » — 3 Grofen

(A) &, my Gy &by Ty G % U Wy %..w,

zur Zeit ¢ kennen. &, 7,, £, sind Funktionen der iibrigen &, 7,
weil der Schwerpunkt Koordinatenanfangspunkt ist. Die Koor-
dinaten des Schwerpunktes unseres Molekiils beziiglich der fixen

1) 8. 247 dieses Bandes.
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Koordinatenachsen bestimmen nicht den Zustand, sondern bloB

die Lage unseres Molekiils. Wenn nun unser Molekil nicht
gerade mit einem anderen im ZusammenstoBe begriffen ist, so
sind zwischen den Atomen desselben bloB die inneren Krifte
tatig. Wir konnen also, wenn dieselben gegeben sind, zwischen
der Zeit und den 6r — 3 GroBen (A) ebenso viele D1ﬁ'erent1al-
gleichungen aufstellen, welche wir die Bewegungsgleichungen
des Molekiils nennen wollen. Dieselben werden 6r — 3 Inte-
grale haben, durch welche die Werte der Variabeln (A) als
Funktionen &er Zeit und der Werte dieser GroBen zu Anfang
der Zeit ausgedriickt werden konnen. Eliminieren wir aus den-
selben die Zeit, so bleiben noch 6 » — 4 Gleichungen mit ebenso-
viel wilikiirlichen Integrationskonstanten iibrig. Dieselben seien

¢ =d1, q}rz —.a“2, -..(PE.:QQ

wobei die a die Integrationskonstanten, die ¢ aber Funktionen
der Variabeln (A) sind. ¢ ist gleich 6 —4. Aus diesen
Gleichungen kénnen daber alle Variabeln (A) bis auf eine als
Funktionen dieser einen und der 6 — 4 Integrationskonstanten
ausgedriickt werden. Ich will diese eine Variable ein fiir alle-
mal mit > bezeichnen; sie kann sowohl eine der g 7, L als
auch der u, v, w sein. Solange das Molekiil nicht mit einem
anderen zusammenstoBt, erfiillen die Variabeln (A) die Be-
wegungsgleichungen des Molekils, bleiben daher die « konstant
und die Werte jeder der Variabeln (A) hiingen bloB von
dem Werte von = ab. Ich will daher a, a,, ...q, als die
die Bewegungsart des Molekiils bestimmenden Konstanten,
z aber als die die Bewegungsphase bestimmende Variable

bezeichnen. Solange also das Molekil nicht mit anderen zu-
SammenstoBt, andert sich bloB die dic Phase bestimmende
Variable z. Wenn dagegen das Molekiil mit einem anderen
zusammenstoBt, so dndern auch die mit a bezeichneten GriBen
ihre Werte; dann #ndert sich auch die Bewegungsart des
Molekiils, Wir wollen nun annehmen, wir hitten wieder einen
Raum $®, in welchem sich sehr viele Molekiile befinden. Alle
diese Molekiile seien gleichartig, d. h. alle bestehen aus gleich-
viel materiellen Punkten und die zwischen ihnen wirksamen
Krifte seien fiir alle identische Funktionen ihrer relativen
Lage. Beschreiben wir im Raume % irgendwo einen kleineren,

f
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aber doch gegen die Distanz zweier Molekiile groBen Raum
vom Volumen R, so mogen sich in demselben, wo er sich
immer befinden mag, R N Molekiile befinden, von denen

Ef(t, a), ay...a,) da da,...da,
zu einer gewissen Zeit ¢ so beschaffen sein sollen, daB fiir
dieselben
@, zwischen ¢, und a, 4de,,
®) { @, zwischen a, und @, +da,...

liegt. Die Konstanten a bestimmen die Bewegungsart eines
Molekils; ist demnach die Funktion f gegeben, so ist damit
bestimmt, wie viele Molekiile von jeder der verschiedenen Be-
wegungsarten sich zur Zeit ¢ im Raume R befinden. Wir
sagen daher, die Funktion f bestimmt die Verteilung der ver-
schiedenen Bewegungsarten zur Zeit ¢ unter den Molekiilen.
Ich nebme wieder an, dieselbe sei schon zu Anfang, daher
auch fiir alle folgenden Zeiten eine gleichférmige, d. h. die
Funktion f sei unabhingig von der Lage des Raumes R, so-
bald derselbe nur sehr groB gegen die durchschnittliche Distanz
zweier Nachbarmolekiile ist. Ich sage kiirzehalber immer,
ein Molekill befindet sich in einem Raume, wenn sich der
Schwerpunkt desselben in jenem Raume befindet. Wir nehmen
‘nun an, der Wert der Funktion f fur ¢ =0, also flo, a,, a,...)
sei gegeben; es soll daraus der Wert der Funktion f fir
irgend eine andere Zeit berechnet werden. Die Konstanten a
indern ihre Werte bloB infolge der ZusammenstiBe; es kann
sich daher auch die Fuanktion f bloB infolge der ZusammensttBe
verandern, und unsere Aufgabe ist zunichst, die Gleichungen auf-
zustellen, durch welche die Verinderung der Funktion f bestimmt
ist. Wir miissen da wieder berechnen, wie viele Zusammen-
stoBe wihrend einer gewissen Zeit A¢ so geschehen, daB vor
denselben die GrioBen a fiir eines der zusammenstoBenden
Molekiile zwischen den Grenzen (B) liegen, ferner, wie viele so,
daB nach denselben die GroBen a fiir eines der Molekiile
zwischen den Grenzen (B) liegen. Addieren wir die erstere
Zahl zu f(¢, @, a,...)da, da,... und subtrahieren die letztere
davon, so erhalten wir die Zahl der Molekiile, fiir welche nach
der Zeit A¢ die GroBen e zwischen den Grenzen (B) liegen,
also die GroBe f(t + 4¢, 0, a,..)da, da,...
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Betrachten wir nun irgend einen ZusammenstoB zweier
Molekiile; fiir das erste der stoBenden Molekille mogen die
Konstanten a vor dem StoBe zwischen den Grenzen (B) liegen.

Fiir das zweite mag
© {t;o1 zwischen o, und o'+ da),

@, zwischen a," und a,’+ da,’ usf.
liegen. Dadurch ist der ZusammenstoB noch keineswegs voll-
stindig bestimmt; es muB auch noch die Phase der beiden
zusammenstoBenden Molekiile, Sowie ihre relative Lage im
Momente des Beginnes des ZusammenstoBes gegeben sein, Sei

die Phase des ersten Molekils dadurch gegeben, daB fiir
dasselbe

(D) z zwischen z und =z 4 dz

liegt, wihrend fir das zweite der zusammenstoBenden Molekiile
(B) z zwischen 2’ und 2’4 dz’

liege. Um die relative Lage beider Molekiile im Momente des
Beginnes des ZusammenstoBes zu bestimmen, bezeichnen wir
den Winkel zwischen der Verbindungslinie der Schwerpunkte
derselben und der z-Achse mit «%, den zwischen der zy-Ebene
und einer parallel jener Verbindungslinie durch die z-Achse

gelegten Ebene mit & und es mag im Momente des Beginnes
des ZusammenstoBes

& zwischen ¢ uwnd & + 48,
®) {

o zwischen @ und w+4de
liegen. Alle ZusammenstoBe, welche so geschehen, daB dabei
die Bedingungen (B), (C), (D), (E) und (F) erfiillt sind, will ich
als ZusammenstdBe von der Gattung (G) bezeichnen. Es fragt
sich jetzt zunichst, wie viele ZusammenstéBe von der Gat-
tung (G) geschehen in der Volumeinheit wihrend einer ge-
wissen Zeit 4¢? Wir wollen da die Annahme machen, die
innere Bewegung der Molekiille sei sehr rasch; die StéBe da-
gegen geschehen so selten, daB ein Molekiil von einem Zu-
sammenstofe bis zum nichsten oftmals alle méglichen Be-
wegungsphasen durchliuft. Wir kénnen dann A¢ so groB
withlen, daB wihrend 4¢ jedes Molekiil ofter alle moglichen
Bewegungsphasen durchliuft, aber doch wieder so klein, da

wahrend A¢ nur wenige ZusammenstoBe stattfinden, daB sich
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also f nur sehr wenig verindert. Betrachten wir irgend eines
der Molekille, deren Bewegungsart zwischen den Grenzen (B)
liegt; wir wollen es kurz das Molekiil (B) nennen. Wir nahmen
an, daB es wahrend der Zeit 4¢ alle moglichen Phasen oftmals
durchlauft; daraus 148t sich beweisen, daB sich die Summe
aller jener Zeitmomente, wihrend welcher es im Verlaufe der
Zeit At die Phase (D) hat, zur ganzen Zeit At wie sdz zu
S sdz verbilt, dal also die Summe aller dieser Zeitmomente

sdzx

f sdx
ist, wobei s durch folgende Gleichung gegeben ist:

(48) T = At

1 8a, 0 da

T= 2 e
Die Integration ist iiber alle méglichen z, also iiber alle mdg-
lichen Phasen zu erstrecken. Das Produkt sdz ist immer mit
positiven Zeichen zu nehmen.

In der Funktionaldeterminante kommen die Differential-
quotienten, nach allen Variabeln &, 7,...&., ¥, v,,...w, bis
auf z vor; sie kann also als Funktion von = und den Integra-
tionskonstanten @ ausgedriickt werden. Der eben ausgesprochene
Satz 148t sich ganz &hnlich
wie Jacobis Prinzip des letzten
Multiplikators beweisen; da ich
jedoch den Beweis bereits in
der Abhandlung: ., Einige allge-
meine Sitze iitber Wirmegleich-
gewicht« (Sitzungsb. Bd. 63)") ge-
fithrt habe (siche daselbst die
Anmerkung auf S. 152), so will
ich ihn hier nicht noch einmal
wiederholen. Ich habe daselbst
gezeigt, daB sich die Sache

Fig. 3. nicht verandert, wenn zur Be-

stimmung der Phase eineVariable

nicht ausreicht. Die Summe aller Wege, welche wihrend der
ganzen oben mit z bezeichneten Zeit der Schwerpunkt des

) Nr. 19 dieses Bandes.
?) 8. 272 dieses Bandes.
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Molekils (B) relativ gegen den Schwerpunkt eines Molekiils
von der Beschaffenheit (C) zuriicklegt, ist gleich y z, wobei
die relative Geschwindigkeit der Schwerpunkte beider Molekiile
ist. Beschreiben wir nun um den Schwerpunkt des Molekiils (B)
eine Kugel vom Radius /, so bildet der Inbegriff aller Punkte
dieser Kugel, fiir welche die Winkel ¢ und e zwischen den
urenzen F liegen, ein unendlich kleines Rechteck 4 BCD
(siehe vorstehende Figur 3) vom Flicheninhalte 2sin & d 9 d o.
Denken wir uns dieses Rechteck fest mit dem Schwerpunkte
des Molekiils (B) verbunden, so ist also die Summe der Wege,
welche es wahrend 7 relativ gegen die Molekiile von der Be-
schaffenheit (C) zuriicklegt, ebenfalls yz. Alle diese Wege
bilden mit Vernachlassigung von Unendlichkleinem gleiche
Winkel mit den Koordinatenachsen; sie bilden daher auch
denselben Winkel (¢) mit der Ebene des Rechtecks 4 BCD,
da ja die Geschwindigkeiten samtlicher Atome des Molekiils (B)
durch die Bedingungen (B) und (D) zwischen unendlich nahe
Grenzen eingeschlossen sind. Das ganze Volumen, welches
daher unser Rechteck wihrend der Summe aller Zeitmomente =
durchwandern wiirde, wenn es sich bloB mit seiner relativen
Geschwindigkeit gegen die Molekiile von der Beschaffenheit (C)
bewegte, ist

(49) V=10Isindd&dw-sine-yt,

und es ist leicht einzusehen, daB alle Molekiile, welche sich
innerhalb dieses Volumens befinden, mit dem Molekile (B) so
zusammenstoBen, daB dabei die Bedingungen (F) erfillt sind.
Es fragt sich daher nur noch, wie viele Molekiile von der Be-
wegungsart (C) und der Phase (E) in diesem Volumen liegen
werden. Wir wissen, daB in der Volumeinheit f (£ a’, a,"...)
da,’da,’... Molekille von der Bewegungsart (C), daher, weil
die Verteilung der Bewegungsarten eine gleichformige ist,
Vit a',a,..)da da,... im Volumen 7 liegen. Alle diese
Molekiile werden jedoch nicht die Phase (E) haben. Vielmehr
wird sich die Zahl derjenigen, welche diese Phase haben, zu
ihrer Gesamtzahl verhalten wie die Zeit, wihrend welcher ein
Molekiil die Phase (E) besitzt, zur Zeit, wahrend welcher es
alle moglichen Phasen durchlauft, also entsprechend der
Gleichung (48) wie s'dz’ zu [ s dz’; wobei




376 22. Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen.

: 1 da,’ da,’
3'_Ei CEN dan’ 77

ist. Diese Zahl ist also

(50) v=7Vft a,a,..) dal'da,'...;é“; :

Hierbei wurde vorausgesetzt, daB unter den Molekiilen
von der Beschaffenheit (C) die verschiedenen Phasen wihrend
der Zeit z gerade so verteilt sind, wie wihrend der Zeit A¢,
daB also nicht immer die Phase (D) gerade mit der Phase (E)
koinzidiert oder ebensowenig die Phase (E) niemals oder be-
sonders selten mit der (D) gleichzeitig stattfindet. Wenn die
Schwingungsdauer der Molekiile von der Beschaffenheit (C)
nicht kommensurabel ist mit der der Molekiile von der Be-
schaffenheit (B), so ist dies selbstverstindlich. Wiren jedoch
diese beiden Schwingungsdauern fiir alle oder eine endliche
Zahl von Molekiilpaaren kommensurabel, so miiBte dies als
eine Kigenschaft der zu Anfang hergestellten Zustandsverteilung
vorausgesetzt werden, welche sich dann fiir alle folgenden
Zeiten erhalten wiirde. Der Ausdruck (50) gibt uns die Zahl
der Molekiile im Volumen 7, fiir welche die Bedingungen (C)
und (E) erfiillt sind, und wir wissen, daB alle diese und nur
diese wihrend A¢ mit dem betrachteten Molekiile von der
Beschaffenheit (B), das wir immer das Molekiil (B) nannten, so
zusammenstofen, daB dabei die Bedingungen (C), (D), (E)
und (F) erfillt sind. Nun sind aber f(2 a, a,...)da, da,...
Molekiile von der Beschaffenheit (B) in der Volumeinheit;
multiplizieren wir daher noch mit dieser Zahl, so erhalten
wir dn=vf(t, a,,0,...)da, da,... fir die Zahl der Molekiil-
paare, welche in der Volumeinheit wihrend der Zeit A¢ so
zusammenstoBen, daB alle fiinf Bedingungen (B), (C), (D), (E)
und (F) erfillt sind, also fiir die Zahl der ZusammenstdBe von
der Gattung (G) wihrend dieser Zeit. Unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (48), (49) und (50) erhalten wir fiir diese Zahl
den Wert:

- ldn = ﬂt’a‘-’fa’é")ff(f’;';:a""")lzysin&sinedz‘}dmdt
sazx §

X sdrda da,... sdz'de)/da,...
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Wenn die Werte der GriBen
)] @, a...a',a...5,2, % o

im Momente des Beginnes des ZusammenstoBes gegeben sind,
s0 ist damit die Natur des ZusammenstoBes vollkommen
charakterisiert; es koénnen also die Werte derselben GroBen
im Momente des Endes jenes ZusammenstoBes berechnet
werden. Es sollen diese Werte im Momente des Endes mit
den entsprechenden groBen Buchstaben bezeichnet werden. Es
kénnen also dann die GriBen

(K) Hys Ayons iy s X, X, 9. B

als Funktionen der Variabeln (J) ausgedriickt werden. Ich will
den Inbegriff der Bedingungen (B), (C), (D), (E) ued (F) kurz
als die Bedingungen (G) bezeichnen. Alle ZusammenstoBe, fiir
welche die Werte der Variabeln im Momente ihres Beginnes
den Bedingungen (G) geniigten, verlaufen in sehr ahnlicher
Weise. Fiir dieselben werden daher auch im Momente des
Endes die Werte der Variabeln zwischen gewissen unendlich
nahen Grenzen liegen. Wir wollen annehmen, fir alle diese
und nur diese ZusammenstsBe sollen die Variabeln im Momente
des Endes zwischen

4, und 4, +d 4, 4,und 4, + dd,... 4" wnd 4+ d4,

(H) {4, und 4,+ d4,... Xund X+ dX, X und X+dX,
Ound O+ 46, Qund 2+ dQ
liegen.

Da die GroBen (K) Funktionen der Variabeln (J) sind, so
konnen wir im Ausdrucke (51) statt einiger Differentiale der
GroBen (J) auch Differentiale der GroBen (K) einfihren; wir
wollen z. B. statt der vier Differentiale dz, d2/, d und dw
die Differentiale von 4,, 4,, 4," und 4," einfiihren, wobei ich
iibrigens bemerke, daB die vier GroBen 4, 4,, 4, 4, nur
beispielsweise genommen wurden; wir kinnten an ihre Stelle
ebensogut vier andere der GroBen (K) setzen. Wir erhalten dann

ss's 1%y sin 9 sine Atda, da,...

Ssdz-fsd

dn=T@r%..)fla),a..)
(52)
da,da...da/d4, dA,d4, d4,,
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wobel

b oees il B 84, Ay
§I=Zi EER aij' 79w
ist.

Dies ist die Zahl der ZusammenstéBe, welche in der
Volumeinheit wihrend 4¢ so geschehen, daB vor denselben die
GroBen ¢,, ,... ¢, zwischen den Grenzen (B) und (C) und
auBerdem nach denselben 4,, 4,, 4, und 4,” zwischen

A4, und 4, +d4,... 4, und 4, +d 4,

liegen. Lassen wir in diesem Ausdrucke a,, g,...a, konstant
und integrieren beziiglich a,, a,"... a,, 4,, 4,, 4" und 4,” iiber
alle moglichen Werte dieser GriBen, so erhalten wir alle Zu-
sammenstéfe, welche in der Volumeinheit wihrend A¢ so ge-
schehen, daB vor denselben die a fiir eines der zusammen-
stoBenden Molekiile zwischen den Grenzen (B) lagen, ohne daB
hierzu noch irgend eine andere Bedingung hinzukime. Diese
Zahl ist also:

(53 dn'=da da,..da,At ACLAL T AU L DR s's, 1By
)

Ssdz - fsdax
X sindsineda,"da,...d4,'d 4,. ‘
Durch jeden dieser Zusammenst6Be wird die Zahl der
Molekiile in der Volumeinheit, fiir welche die a zwischen den
Grenzen (B) liegen, also die Zahl £ (¢, a,a,...) da, da,...da, um
eins vermindert; esist also die Zahl d =’ von f(t,0,,a,..)da, da,...
zu subtrahieren: dann bleibt die Zahl der Molekiile dbrig, fiir
welche wihrend A¢ die GréBen a nicht aufgehort haben,
zwischen den Grenzen (B) zu liegen. Hierzu muB noch die
Zahl der ZusammenstéBe addiert werden, welche so geschehen,
daB nicht vor, wohl aber nach denselben die GroBen a zwischen
den Grenzen (B) liegen. Sie heife dN. Dann ist also
fta,a,..)de da,...da, —dn'+ d N
die Zahl der Molekille in der Volumeinheit, fir welche zur
Zeit t + At die @ zwischen den Grenzen (B) liegen. Es ist also
{f(t, a,a,..)da da,...da, —dn'+-dN’
=f(t+ 4¢, ay, a,..)de da,...da,.
Die Zahl d N" kann in folgender Weise gefunden werden.
Fir die Anzahl der ZusammenstéBe, welche in der Volum-

(54)
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einheit wihrend A4t so geschehen, daB bei Beginn derselben
die Bedingungen (G) erfiillt sind, fanden wir oben den Aus-
druck (51). Fir alle diese erfiillen die Variabeln im Momente
des Endes die Bedingungen (H). Wir brauchen in diesem Auns-
drucke bloB die kleinen Buchstaben mit den groBen zu ver-
tauschen, um die Zahl der ZusammenstéBe zu finden, fiir
welche die Werte der Variabeln im Momente des Beginnes
Bedingungen erfiillen, die sonst ganz identisch mit den Be-
dingungen (H) sind, nur daf die Plitze der Schwerpunkte
beider Molekiile vertauscht erscheinen, deren Verbindungslinie
also gleiche Richtung, aber den entgegengesetzten Sinn hat.
Letztere Zahl ist also

(55) [dN= AGENT D) (GENTIID I § 308 SRMp IR

S8dX[8aXx’

Xd0dQAtdXd4 dd,...d4,dX' d4'd4,...d 4],
wobei 8, &, E... aus s, &, £... gebildet werden, indem man
darin die Variabeln (J) mit den Variabeln (K) vertauscht. Fiir
alle diese ZusammenstdBe aber werden umgekehrt die Werte
der Variabeln im Momente des Endes zwischen den Grenzen (G)
liegen. Denn es ist klar, daB ein ZusammenstoB, fir den im
Momente des Beginnes die Bedingungen (3) erfiillt sind, gerade
umgekehrt verlauft, wie einer, bei dem im Momente des Be-
ginnes jene mit (H) analogen Bedingungen erfiillt sind. Wihrend
also fir den ersteren Zusammensto im Momente des Endes
die Bedingungen (H) erfiillt sind, so sind fir den letzteren
umgekehrt im Momente des Endes abnliche wie die Be-
dingungen (G) erfiillt. Die Formel (55) gibt uns also die Zahl
der ZusammenstoBe, welche in der Volumeinheit wihrend A ¢
so geschehen, daB im Momente des Endes derselben die Werte
der Variabeln den Bedingungen (&) geniigen. Wir wollen zu-
nichst wieder statt der Differentiale von X, X, © und 2 die
von a,, a,, @, a,” einfithren, so erhalten wir

AN = LAt M4\ 4 ) g0 0 42 poin Gsin B
SSdX[sdx 5
X Atdd, d4,...d4,d4,...d4,da da,dada,’.
In dieser Formel ist

1 day day 8o’ daf
5 =2*t5x

X 00 a8’
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wobei man sich bei Bildung der partiellen Differentialquotienten
in der Funktionaldeterminante die e« als Funktionen der als
independent zu denkenden GrdBen (G) ausgedriickt denken
muB. Fiithren wir auBerdem noch statt der Differentiale von
Ay, Ay ... Ay, Aj'... 4, die von ag, a,...a,, ay...q, ein, so er-
halten wir:
dN = TG4, 4s..) (4, 4.
(56) { o f8dX [f8dX
X Atda, da, ...da,dd,d4,d4,’ d4,,

=) §§'8, 12 ['sin Osin E

wobel

_ 84, 04, 84,
G_Eiaasoaa‘.. aa,el

in welcher Funktionaldeterminante 4,, 4,... 4, als Funktionen
der als independent zu betrachtenden Variabeln «a,, a,...qj,
4, A4,, 4, 4, anzusehen sind. In dem Ausdrucke (56) wollen
wir uns alle GroBen als Funktionen von

’ r ’ r
@y @y oo By @) oo .ag, Ay, 4y, A, 4,

ausgedriickt denken. Ferner betrachten wir a), a,...a, als
konstant und integrieren beziiglich «’, @,"... 4, iber alle
moglichen Werte dieser GroBen. Dadurch erhalten wir die
Anzahl der ZusammenstéBe, nach denen fiir eines der stoBenden
Molekiile die GréBen a zwischen den Grenzen (B) liegen, wihrend
sonst alles beliebig ist; also genau die mit d V' bezeichnete
GrioBe. Es ist also

, G4, - )4 - Doer 2
67) dN'=da,da,... da, 4t | |... TSdX S X 88’8, o

X I'sin @sin Eda, da,’...da, d4, d4,d4,"d 4,’.

Wir wollen nun die rechte Seite der Gleichung (54) nach
Potenzen von A¢ entwickeln und bei der ersten Potenz stehen
bleiben, was fiir sehr kleine A¢ gestattet ist. Sie geht dann
iiber in’

(58) Mﬂg’;')dald%---d%m=—dn’+d]vg

Bevor ich hier die Werte von d»’ und 4N’ substituiere,
will ich noch an eine Relation erinnern, welche ich bereits in
meiner Abhandlung ,Uber das Wirmegleichgewicht mehr-
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atomiger Gasmolekiile« (Sitzungsber. d. Wiener Akad. Bd. 63)")
bewiesen habe. Die in jener Abhandlung entwickelte Gleichung(19)
lautet nimlich nach Einfihrung unserer Bezeichnungsweise:
ysindsined§ dy, ...dS _ du dv, ... dw d&do
= I'sin@sin EdE dH, ...dQ

3

wenn =, H, ... die Werte von £, 7, - .. im Momente des
Endes des ZusammenstoBes bezeichnen. Fiihren wir in diese
Gleichung zunichst a;, a, ... a,, z, «’ statt &, 7, ... w,_ ein,

so geht sie iber in
ss'ysin&sinede, da, . .. dajdzdz’ dd dw
=88 I'sin@sin Ed4, d4, ... d4,dXdX'd0dQ,
wobei s und § dieselben Bedeutungen wie frither haben. Fiihren

wir ferner links d 4,, d4,, d4/, dd, statt dz, d2’, d&, dw
ein, und #hnlich rechts, so erhalten wir

ss's, ysindsineda da, . .. dayd 4, dd,dd4,’ d 4,
= 88’8, I'sin Osin Ed4, d4, . ..dd,da da,da da, .
Fihren wir auf der rechten Seite dieser Gleichung statt

“der Differentiale von Ay, A, ... Ay, 4] ... 4, wieder die von

ag, @, ...a,, a;...a; ein, so kénnen wir durch alle Differentiale
wegdividieren, und es bleibt uns nur noch:

(59) ss'syysindsing = 888, I'osin@sin E. . .

Nun wollen wir die Werte (53) und (57) fir d»’ und dN’
in die Gleichung (58) substituieren. Dividieren wir dabei durch
dayda,...da, At weg, ziehen die beiden Integrale rechts in ein
einziges zusammen, und beachten endlich noch die Gleichung (59)
so ergibt sich

OF (6 ary ag - . . ap)
0t

(60) =Ij’ [f{t,A,,Ag---)f(t,A{,Aa’---)_f(t,a“as---)f(t,a{.a;---JJ
SSdX[f8dX Ssdz f¢dz

X ss's Iy sin O sineda; da, .. .da,dd, d4,dA'd4,,

und dies ist als die Grundgleichung anzusehen, welche die Ver-
dnderung der Funktion f(¢ a,, a,...) mit wachsender Zeit be-
stimmt. Alle GroBen hat man sich hier als Funktionen der

1) Nr. 18 dieses Bandes.
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20 + 4 den ZusammenstoB (auBer seiner absoluten Lage im
Raume) vollkommen bestimmenden Groben a, a,...q,...q, ... q,
A4, 4, 4’ 4, ausgedriickt zu denken. 84X ist die GroBe,
welche man erhilt, wenn man fsdz als Funktion dieser 2o+ 4
Variabeln ausdriickt; dann die kleinen und grofien Buchstaben
vertauscht, und schlieBlich wieder die 4, 4,... als Funktionen
der 29 + 4 Variabeln ausdriickt, ebenso SSdX. Man sieht
sofort, daB diese Verinderung gleich Null ist, sobald der Aus-
druck in der eckigen Klammer fiir alle Werte der Variabeln
verschwindet; denn dann verschwindet notwendig auch das
Integral, und dies ist nichts anderes, als was ich schon in der
bereits zitierten Abhandlung iiber das Wirmegleichgewicht
zwischen mehratomigen Gasmolekiilen in einer etwas anderen
Form gefunden. Allein hiermit ist noch nicht bewiesen, daB
das Integral der linken Seite der Formel (60) nur verschwinden
kann, wenn der Ausdruck unter dem Integralzeichen fiir alle
Werte der Variabeln verschwindet. Es konnte vielmehr das
Integral auch verschwinden, wenn der Ausdruck unter dem
Integralzeichen bald positiv, bald negativ wiirde. Um diesen
letzteren Beweis zu liefern, verfahren wir ganz in derselben
‘Weise, wie wir dies friiher in der Theorie des Verhaltens ein-
atomiger Gasmolekiile taten. Da die Funktionaldeterminante s
nur eine Funktion von =z, g, ... q, ist, und die Grenzen des
Integrals /s dz nur von den a abhingen, so folgt, daB letzteres
Integral eine Funktion von a,a,...a, ist. Es ist daher
[t a, a,...)[ fsdz eine Funktion von ¢, a),a,...a,, und wir
wollen setzen:

4 0, .. -
(61) [otptet) — gt aya,...a).

Ferner werde zur Abkiirzung
ss's Pysindsing = p
gesetzt. Dann konnen wir die Gleichung (13) etwas kiirzer so
schreiben:

dp(t a,a,... o
- {%_]Xsdw =S [t 4y 4y Yt 4, 4,..)
- @t a,a,.)pta,a, .)]pda,day ...da,dA, dd,d4,"d4,.

Die Grifle p besitzt zwei Eigenschaften, die wir spiter
beniitzen werden. Erstlich, sie ist symmetrisch beziiglich der
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Variabeln a,a,...a, 4, 4, und a,a, ... a;, 4,, 4,, d. h. sie
andert ihren Wert nicht, wenn man gleichzeitig ," mit a, und
umgekehrt; a,” mit ¢, und umgekehrt usw. vertauscht. Denn
hierdurch schreibt man bloB dem zweiten der zusammenstoBen-
den Molekille den Zustand zu, den vor der Vertauschung das
erste hatte, und umgekehrt, und es ist klar, daB sich hier-
durch relative Geschwindigkeit usw. beider Molekiile nicht
andert. DaB aber das Produkt ss’ und die GroBe s, ebenfalls
in dieser Weise symmetrisch sind, lehrt der bloBe Anblick der
Ausdriicke fiir diese GroBen. Zweitens, p ist notwendig positiv;
denn die durch die Formel (52) dargestellte Zahl dn kann
nicht anders als positiv sein; dieselbe enthdlt aber nebst p
lauter positive Faktoren (die Differentiale setzen wir ebenfalls
durchweg positiv voraus), folglich muB p ebenfalls positiv sein.
Setzen wir jetzt

(63) E=[f...p(taya,..) fsdz-log gt a;,a,..)da, da, ... da,,
wobei log wieder den natiirlichen Logarithmus bezeichnet und
die Integrationen iiber alle méglichen Werte der a zu erstrecken
gsind, so daB also Z nur mehr eine Funktion der Zeit ist, und
suchen den Differentialquotienten von F nach der Zeit £ Da
die Grenzen der Integrale, durch welche Z bestimmt ist, ¢ nicht
enthalten, so finden wir dZ/d¢, indem wir unter dem Integral-
zeichen nach ¢ differentiieren, und zwar bloB insofern die
GroBen unter dem Integralzeichen ¢ explizit enthalten, denn
die @ sind nichts anderes als die Variabeln, nach denen
integriert werden soll. Wir wissen, daB fsdz die Zeit auch
nicht enthalt; dieselbe ist also nur in ¢(ta,,4a,...) enthalten.
Beriicksichtigen wir noch, daB

ff...(p(t,al,az...)-fsdr-daldaz...dae

die Gesamtzahl der Molekille in der Volumeinheit, also sein
Differentialquotient nach ¢ gleich Null ist, so erhalten wir

% =ff..w+f’%’ta’;')logq;(t,al,az...)-fsda:-dal da,...da, .
Substituieren wir hier fiir 8¢ (¢, a,,a,...)/ 0t seinen Wert
aus Gleichung (62) und setzen kiirzehalber
glha,a..)=9; ¢lta,ae..)=g¢; P 4y, 4,..)= D;
P4, 4 ..)= D,
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s0 ergibt sich

64 { fff dogp+[@D — ¢ ¢lpda, day...da, da,'...
dajdd,d4,d 4, d4;.

In dem bestimmten Integrale, welches die rechte Seite
der Gleichung (64) bildet, konnen wir wieder die Variabeln,
nach denen zu integrieren ist, bezeichnen wie wir wollen.
Wir konnen also z. B. ¢ a,...4, mit aa,’... 4," und um-
gekehrt vertauschen. Dadurch indert sich weder p noch die
GroBe in der eckigen Klammer, nur log¢g verwandelt sich in
log ¢’, und wir erhalten also, wenn wir zum Schlusse auch
noch die Integrationsordeung umkehren, so daB wieder in der

alten Reihenfolge integriert wird:
(65) __ff logg [D D — @ g]pda, da,...da}d4, d4,d4,'d4, .

Nun wollen wir diejenigen @, welche in Formel (64) mit
den kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, mit
den groBen und umgekehrt bezeichnen, so erhalten wir:

(66) —w_ff log D@’ — DD Pdd, d4,...d4;da, da, da, da,),

wobei P = 8§88, 12 I'sin Osin E ist. Man erhilt also P, indem
man p als Funktion der 2¢0 + 4 GroBen @ a,...a,4, ... 4,
ausdriickt und dann die groBen und kleinen Buchstaben ver-
tauscht. Nun wissen wir aber, daB 4; 4,...4, 4, ... 4, als
Funktionen von a, a, ...a, 4, 4, 4," und 4," ausgedriickt werden
koonen., Wir konnen also in der Formel (66) statt der
Differentiale von 4;4,...4, 4, 4/... 4, wieder die von
aga, ...a,a; ...a, einfihren, was natiirlich wieder bloB eine
rein formelle Verinderung ist. Wir konnen ja unter dem
Integralzeichen statt der Variabeln, nach denen die Integration
zu geschehen hat, beliebige andere Funktionen derselben ein-
fithren, folglich auch, wenn wir wollen, diejenigen, welche uns
frilher aga, ... durch 4, 4, ... ausdrickten. Dadurch geht
die Gleichung (66) iiber in

= [ log @[ g/ — @ V) Poda, da,...da;dd, d4, d 4y’ 4y,
oder wegen der Gleichung (59) in
67) 53 = [ [ 1og Dlp ¢’ — @ V) pda, da..da;d 4y d Ay d A, A4,
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Die Integrationen sind in allen diesen Formeln iiber alle
moglichen Werte der Variabeln zu erstrecken. Vertauschen wir
hier endlich wieder a, a,... 4, mit a," a,’... 4,’, so ergibt sich

(68) __ff log @' -[pg’— OV pda,da,...da;d4,d4,d4,'d 4,

Addieren wir nun die Gleichungen (64), (65), (67) und (68)
und dividieren durch 4, so bekommen wir

=3 log(a)qp,) (@D — gg)pda, da,...d 4, .

Da nun p immer positiv ist, so folgt aus diesem Ausdracke
sofort wieder, daB d4F|d¢ niemals positiv sein kann, also £
selbst nur abnehmen oder konstant bleiben kann. Letzteres
kann nur der Fall sein, wenn der Ausdruck in der eckigen
Klammer also

(69) @t ayra;...0,) @t a),a)...a)— @ (6, 4, 4,... 4,)-p (8, 4, 4.4y

fir alle Werte der Variabeln verschwindet. Es kann daher
die Zustandsverteilung nicht periodisch zwischen gewissen
Grenzen hin und her schwanken, und fiir die Grenze, der sie
sich mit wachsender Zeit nabert, muf der Ausdruck (69) all-
gemein verschwinden.

Die Bedeutung der eben vorgenommenen Transformation
der Gleichung (64) kann wie im Falle einatomiger Gasmolekiile
durch Zerlegung des Integrals in eine Summe veranschaulicht
werden. Setzen wir etwa

—_— —_— ’_— £ —
ay=0be ay=be...aqp=0bye, A =Bs....,

wobei ¢ eine beliebige sehr kleine GroBe, die 4 aber ganze
Zahlen sind; ferner

. By by By Bl e
@ta,a,..)=wy;,. . ., I-?dz=%,b....: ee¥ip=Dg 3 " Bihi

Da D von allen Variabeln abhingt, so miissen ihm 2p + 4
Indizes gegeben werden; die iibrigen Indizes wurden ihm der
Symmetrie wegen beigefiigt. Die » sind Konstanten, deren
Wert im allgemeinen von den Indizes abhingt; die w» sind
Funktionen der Zeit. Das System der gewthnlichen Differential-
gleichungen, welche dann an die Stelle der Gleichung (64)
treten, ist dann folgendes:

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl I.
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dw, by b
(70) ["*—_ LU
[wB1B.,...wB.’B,’...“'wb‘b,...wb.’b.’...]-

Die Summation ist iiber alle moglichen Werte der 4,°3,’...
B, B,... zu erstrecken. In der Gleichung (70) selbst kdnnen
b b,...b, die verschiedensten Werte haben; sie reprisentiert
uns daher ein System vieler Differentialgleichungen. Die
Gleichung (59)lautet in unserer gegenwartigen Bezeichnungsweise

Db‘b’ S0y by Db; by’ . b; b. -  Byii B By uaa

B, B,.. B'B,' B/ B/.. . B, basseb! By
und man findet aus derselben und dem Gleichungssystem (70)
leicht, daB der Differentialquotient von

zvb,b....wb,b,...logwb.b.
niemals positiv sein kann. Die Summation in diesen letzten
Ausdrucke ist iiber alle moglichen Werte von &4 8,...5, zu
erstrecken. Diese GroBe nimmt also bestindig ab, bis

Whb,... Wo' by ... = WBB,...WB'By ...

ist fiir alle méglichen Werte von &, 3,...5, und fir alle mit
diesen vereinbaren Werte von B, B, B,"B,. Denn 7 kann
fir keine Gruppe von Indizes, der mogliche Zustinde der
Molekiile entsprechen, gleich Null werden. Es miiBte ja sonst
ein ZusammenstoB die Wahrscheinlichkeit Null haben. Die
durch die Gleichung (63) gegebene GréBe E kionnen wir noch
etwas anders schreiben. Wir sahen, daB
ft, ay,a,..)da, da, ... eﬁi——-gﬂ(, 118y 0)d 0y day .. dag -5 dz
zur Zeit ¢ die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit ist, fiir
welche die Bedingungen (B) und (D) erfiillt sind. Fihren wir
statt der Differentiale von @, @, ...a,-dievon & n, ... { _ w v ...,
ein, so geht dieser Ausdruck iiber in

pta,a,...a)dE dn ... AL du, ... dw,

Denken wir uns jetzt wieder @, a,...a, durch & 7, ...w
ausgedriickt, so wird ¢ eine Funktion der letzten Variabeln.

Es gehe @ (4 a;, a,...a,) in F( &, 7, ...w,) iber, so daB also
F-dg dr,...dL,_, du, ...dw,
die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit ist, fiir welche
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& zwischen § und & 4+ d&...w, zwischen w, und w_ 4 dw,
liegt. Den Ausdruck fiir £ kénnen wir dann schreiben

_E’=ff...If’log.tvf’.s'd.w:alc:r1 da,...da,,
oder wenn wir auch die Differentiale von &, #,...w, einfilhren

@) E=[[..PlogFag dn,...d¢ dw...du,

Ich bemerke noch, daB die Rechnung in derselben Weise
gefithrt werden kann, wenn im Raume R mehrere Gattungen
von Molekillen vorhanden sind. Bezeichnen wir die ent-
sprechenden Grofen fiir die zweite Gattung von Molekiilen
durch Beifiigung eines Sternes usw., so kann dann die GroBe

E’=ff...Flong§ld1}l...dw
+ f...F*logF*dgl*dﬂl*...dw,_*—{-

usw. niemals zunehmen.

V. Die Molekiile machen von einem ZusammenstoBe bis
zum nichsten nicht sehr viele Schwingungen.

Im vorigen Abschnitte machte ich die Annahme, daB jedes
Molekiil von einem ZusammenstoBe bis zum nichsten sehr viele
Schwingungen macht. Es 1aBt sich jedoch auch, wenn dies
nicht der Fall ist, mit Leichtigkeit beweisen, daB die durch
die Gleichung (71) definierte GroBe Z nicht zunehmen kann.
Es ist hier bequemer, wenn wir die Zahl der Molekiile in der
Volumeinheit, fir welche zur Zeit ¢ die Variabeln &, 7,...w,
zwischen den Grenzen

(L) & und § +d§...w, und w, + duw,

liegen, mit f(¢, &, n,...w,)dE du,...dw, bezeichnen; [ sei
also jetzt dieselbe Funktion, welche im vorigen Abschnitte #
hieB. Es kann zunichst bewiesen werden, daB die GroBe E
durch die innere Bewegung der Atome in den Molekiilen nicht
verindert wird, daB sie also konstant bliebe, wenn die Molekiile
nicht untereinander zusammenstieBen. KEs wiren dann die
Variabeln &, #,...w, durch die Differentialgleichungen be-
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stimmt, welche wir die Bewegungsgleichungen eines Molekiils
genannt haben. Infolge dieser Gleichungen sollen zur Zeit
¢t +Jt die Variabeln fir diese und nur diese Molekile, fir
die sie zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (L) lagen, zwischen
folgenden Grenzen liegen:

(M) § ' und §'+dE’...w und v’ + dw,.

Ich habe bereits in der Abhandlung iiber das Wirme-
gleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekiilen gezeigt,
daB man dapn hat

d&'dn'...dw/ =d§ dn ...dw.Y

Finden keine ZusammenstoBe statt, so ligen zur Zeit
t+ 6t genau fiir jene Molekiile die Variabeln zwischen den
Grenzen (M), fiir welche sie zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (L)
lagen. Die Zahl der ersteren und letzteren Molekile ware
daber gleich, weil beides ganz dieselben Molekiile wiren. Nun
ist aber die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit, fiir welche
zur Zeit ¢+ J¢ die Variabeln zwischen den Grenzen (M) liegen

fle+0¢ &'...w))dE/ ...dw/;
die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit aber, fiir welche
zur Zeit ¢ die Variabeln zwischen den Grenzen (L) liegen, ist
f(¢,8...w0)d§,...dw,.
Es wire also
flet+0¢ &' ..w)dE ...dw/ =[f(t,§...w,)d§, ...dw,.
(Wir setzen hier wieder voraus, daB die Zustandsverteilung
eine gleichformige an allen Stellen des Gases sei) Mit Ricksicht
auf die Gleichung (72) erhalten wir
. fie+d¢ &'..ow)=f(¢, §,...w),
also auch
(73) flogfd&'dn'...dw'=flogfd§,...dw,,
wenn wir £ fir f(4 &, ...w,); [ fir f(¢+J¢, & ...w.") schreiben.

Da die Gleichung (73) fir jedes System von Differentialen
- besteht, so erhalten wir auch gleich Ausdriicke, wenn wir

) Wenn man mit endlichen GriBen rechnen will, lautet diese
Gleichung
d& dn ...dw,

hmatdﬁldm...dw, =%
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beiderseits iiber alle moglichen Werte der Variabeln integrieren.
Es ist also

ff....f'1ogfd§1'...dw;=ff...flogfd§1...dw,,

wobei beiderseits iiber alle moglichen Werte der Variabeln zu
integrieren ist, weshalb es gleichgiiltig ist, wie die Integrations-
variabeln bezeichnet werden. Man konnte daher auch schreiben:

[[-rie+ 34,E,...w)log flt + dt, E...ow)dE...dw,

=J"f...flogfd§1...dw,.

Hier ist die GroBe rechts der Wert des E zur Zeit t+4d¢,
die links der Wert des # zur Zeit ¢#. Beide sind also gleich.
Die GroBe E wirde also ihrem Wert gar nicht indern, wenn
sich die Atome der Molekille ihren Bewegungsgleichungen
gemif bewegten, ohne daB die Molekiille untereinander zu-
sammenstieBen. Es handelt sich noch darum, zu finden, um
wieviel sich die Grofe Z infolge der ZusammenstsBe ver-
andert. Wenn dann d¢ sehr klein genommen wird, so ist
die Gesamtverinderung der GroBe Z die Summe der Einzel-
verinderungen. Bezeichnen wir den Zuwachs, welchen Z durch
die ZusammenstdBe erfihrt, mit J Z, so ist zundchst

(74) M:If...mgfafdgl...dw,,

wobei Jf der Zuwachs ist, den f wahrend der Zeit o¢ durch
die ZusammenstdBe erfihrt, so daB die Zahl (0 V) der Molekiile,
welche wihrend der Zeit d¢ in der Volumeinheit den Zustand (L)
durch die ZusammenstiBe gewinnen, um & fd&dn, ...dw,
groBer ist als die Zahl (97) der Molekiile, welche wahrend der.
selben Zeit durch die ZusammenstéBe diesen Zustand ver-
lieren, daB also

(75) ON—-dn=20fd§ dn...dw,

ist. Ein Molekiil hat den Zustand (L), ist dabei ein abgekiirzter
Ausdruck statt des lingeren: Die den Zustand bestimmenden
Variabeln & #,...w, liegen fir dieses Molekill zwischen den
Grenzen (L). Ich nehme wieder an, der ZusammenstoB zweier
Molekiile beginne, wenn die Schwerpunkte derselben in die
Distanz / gelangen. Der Winkel zwischen der Verbindungs-
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linie beider Schwerpunkte und der z-Achse heiBe wieder %,
der zwischen der zy-Ebene und einer parallel jener Ver-
bindungslinie durch die z-Achse gelegten Ebene w. Dann ist
die Zahl der ZusammenstiBe in der Volumeinheit wahrend
der Zeit d¢, fir welche im Momente des Beginnes die
Variabeln & und @

Ny zwischen 4 und & +d¥, @ und o + dw,
ferner die Variabeln & #,...w, fir das eine stoBende Molekiil

zwischen den Grenzen (L), firr das andere aber zwischen irgend-
welchen anderen Grenzen, z. B.

®) § und §'+dE...w, und w + dw,
liegen,

fd& ...dw fdE ...dw glPsin¥dIdwdt,
wobei ¢ die relative Geschwindigkeit der Schwerpunkte der
Molekiile ist. Fiir alle diese und nur diese Molekiile sollen
im Momente des Endes des StoBes <+ und ® zwischen den
Grenzen
(N O und O +d0O, Q und Q+d8L2,

ferner die Variabeln &, #,...w, fiir das erste Molekiil zwischen
den Grenzen )

LY S ud B +dE...¥ und W, 4-4dW,

fir das andere aber zwischen den Grenzen

P E'und B+ dE ... W und W +d W/’

liegen. Durch jeden dieser ZusammenstdBe verliert ein Molekiil

den Zustand (L) Im ganzen verlieren daher in der Volum-
einheit wihrend der Zeit d¢

Sn=fdk...dwot[[..fdE . .dw/ gPsnddIdo

Molekiile den Zustand (L), wobei wieder die Integrationen iibe‘:r
alle méglichen Werte der Differentiale zu erstrecken sind. D_1e
Anzahl der ZusammenstoBe, welche wihrend der Zeit d¢ in
der Volumeinheit so geschehen, daB im Momente ihres Be-
ginnes die Variabeln zwischen den Grenzen (L*), (N*) und (P¥)
liegen, ist

(16) dv=FdE...dW,FdE' '..dW GEsin@d0OdRJt.

22, Uber das Wiirmegleichgewicht unter Gasmolekilen. 391

Fir alle diese ZusammenstoBe liegen die Variabeln im
Momente des Endes zwischen den Grenzen (L), (N) und (P),
weil diese ZusammenstoBe gerade umgekehrt wie die frither
betrachteten verlaufen.)) Da die Variabeln

R) 5., 5., 0, Q
Funktionen von
Q &0, §'.eny &, @

sind, so kann man in den Ausdruck (76) statt der ersteren
auch die letzteren Variabeln einfiihren. Es wird dann

GsinOd5,...d W d0dQ = gsin $d§,...dw ' d 9 de,

wie aus dem allgemeinen Theoreme folgt, das ich im zweiten
Abschnitte meiner Abhandlung ,Uber das Wirmegleichgewicht
zwischen mehratomigen Gasmolekiilen bewiesen habe. Infolge-
dessen wird

an dv=FFd§..dw' sindgl*dFdwdt.

Im obigen wurde 7, 7, ffor [, 5 ... W), f, B W)
f&& ...w) geschrieben. @ ist die GroBe, die man erhilt, wenn
man in g die Variabeln (Q) mit den Variabeln (R) vertauscht. Im
Ausdrucke (77) hat man sich iiberall die Variabeln (R) als Funk-
tonen der Variabeln (Q) ausgedriickt zu denken. Integrieren wir
denselben beziiglich §'...w', 3, w iber alle moglichen Werte,
80 erhalten wir die Zahl aller Molekiile, welche in der Volume
einheit wihrend der Zeiteinheit durch die ZusammenstsBe den
Zustand (L) gewinnen, also die Zahl, die schon frither mit
J N bezeichnet wurde. Es ist also

ON=d§...dw st [[...FFgrsin 94§, ...d0' d S do.

Setzen wir diese Werte fiir 6z und 8V in die Gleichung (75)
ein, so erhalten wir

5f = thf...(FF’—ff’)glzsinﬂdgl’...dwr’dﬁdca,

") Natiirlich sind beim Vergleich des Endzustandes eines Zusammen-
stoBes mit dem Anfangszustande eines anderen die Plitze der Schwer-
punkte beider Molekiile zu vertauschen, weil sich dieselben zu Anfang
gegeneinander, zu Ende aber voneinander bewegen.
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und wenn wir dies in die Gleichung (74) substitujeren,
SE= 61{[ f...log f(FF —ff) gl® sin®d§, ...dw, d§,"...dw dSdw.

Die Verwechselung des ersten und zweiten der zusammen-
stoBenden Molekiile liefert, wie frither

SE =0t f f Jog ' (FF —ff)glsin & d§, ...dw,dE, ...dw d 9 do.

Fihren wir in den beiden letzten Gleichungen statt der
Integrationsvariabeln (Q) die Variabeln (R) ein, was immer
moglich ist, da man in einem bestimmten Integrale statt der
Integrationsvariabeln beliebige Funktionen derselben einfiihren
kann, und vertauschen dann die groBen und kleinen Buch-
staben, was wieder erlaubt ist, da man in einem bestimmten
Integrale die Variabeln bezeichnen kann wie man will, so er-
hiélt man die beiden Gleichungen

SE=—ot[[...log F (FPF — ff)g12sin 9 d§, ...dw, d do,

B = = 5sz...1ogﬁ'(FF' —fF)g?sin & dE, ... dw, dP do.

(Dabei ist zu beriicksichtigen, daf die Variabeln (R) dieselben
Funktionen der (Q), wie umgekehrt die (Q) von den (R) sind.)
Die Addition aller dieser vier Gleichungen aber liefert

o8 =% o [[...tog(£L )-(FF'_ff")gzzsin SdE, ...dw dP dw,

FF
woraus wieder ersichtlich ist, daB die GroBe E durch die Zu-
sammenstoBe nur abnehmen kann, und da sie durch die Be-
wegung der Atome in den Molekiilen nicht verindert wird, so
folgt, daB sie auch im ganzen nur abnehmen kann.
Wenn die Zustandsverteilung zu Anfang der Zeit keine
gleichférmige war, so enthilt die Funktion f auch die Koordi-
naten z,y, z derjenigen Stelle des Gases, fiir welche sie die
~ Geschwindigkeitsverteilung darstellt. Alsdann tritt an die Stelle
von £ ein etwas allgemeinerer Ausdruck. Wenn

Gy, z&mn...v)dzdydzd§, ...dw,
die Zahl der Molekiile ist, welche sich zur Zeit # im Volum-
elemente dz dy dz mit den Koordinaten z, y, z befinden, und
fiir welche die den Zustand bestimmenden Variabeln zwischen
den Grenzen (L) liegen, so kann die GréBe
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(78) E=ff...flogf-da:dydzd§1...dwr

nicht zunehmen. Um hierfir den Beweis zu liefern, wollen
wir das Problem noch etwas allgemeiner auffassen. Gesetat,
wir hitten sehr viele Systeme materieller Punkte (Molekile).
Jedes derselben bestehe aus r materiellen Punkten m, m, ...m,
(die m sollen zugleich die Massen derselben sein). Die Masse m,
sei fur alle Systeme gleich; ebenso die Masse m, USW. Z,,¥,,2
selen die Koordinaten, u, v, w, die Geschwindigkeitskompo-
nenten von m;. Analoge Bedeutung haben z,y,...; und zwar
ist es gleichgiiltig, ob der Koordinatenanfangspunkt fiir die ver-
schiedenen Systeme derselbe oder verschieden ist. Die Krifte,
welche auf irgend einen der materiellen Punkte wirken, seien
solche Funktionen der Koordinaten z y 2z =, ...z, daB eine
Kraftfanktion existiert, und zwar sei diese Kraftfunktion fiir
alle Systeme dieselbe Funktion von z y ...z. Bezeichnen
wir dann wieder mit (¢, 2,,9,,2, ...w,)dz, dy, ...dw, die Anzahl
der Systeme, fir welche die Variabeln z, 3, 2, 2,...2, % ... 0
zwischen den Grenzen

S) z) und z, + dz, ... w, und w, + dw,

liegen und setzen

(79) E=ff flogfdz dy, ...dw,

so kann genau wie frither bewiesen werden, daB sich die
GroBe E durch die Bewegung der materiellen Punkte der
Systeme nicht &ndert, solange zwischen denselben nur die
inneren Krifte des betreffenden Systems tatig sind. Es soll nun
auch zwischen den materiellen Punkten verschiedener Systeme
Wechselwirkung stattfinden, und zwar soll die zwischen je zwei
Punkten titige Kraft Funktion ihrer Entfernung sein und in
der Richtung ibrer Verbindungslinie wirken. Die Bedingungen,
wann die Wechselwirkung zweier verschiedener Systeme be-
giont, sollen so sein, daB niemals (oder doch nur héchst selten)
drei Systeme gleichzeitig in Wechselwirkung kommen. Sonst
aber konnen sie beliebig sein. (Es kann, um ein Beispiel zu
geben, die Wechselwirkung zweier Systeme eintreten, so oft
ein materieller Punkt des einen irgend einem des anderen un-
gewdhnlich nahe kommt.) Die Anzahl der Paare von Systemen,
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welche wihrend der Zeit §¢ so in Wechselwirkung kommen,
daB im Momente des Beginnes der Wechselwirkung die den
Zustand bestimmenden Variabeln fiir das eine System zwischen
den Grenzen (S), fir das andere aber zwischen den Grenzen

z" uwnd 2" +dz’...w’ und w  + dw/’
liegen, ist dann wieder
(80) flt,z...w)f(t, 2, .. )dz,...dw,dz,...dw Tt-p.

@ ist eine Funktion der relativen Lage und der Geschwindig-
keiten der Atome beider Systeme. Beriicksichtigt man, daB
diese Funktion wieder die allgemeine durch die Gleichung (19)
meiner Abhandlung , Uber das Wirmegleichgewicht mehr-
atomiger Gasmolekiile“ ausgedriickte Eigenschaft besitzen mubB,
so kann man ganz wie frither beweisen, daB die GroBe & durch
die Wechselwirkung der verschiedenen Systeme nur abnehmen
kann. Der Beweis kann auch gefiihrt werden, wenn nicht alle
Systeme gleich beschaffen sind, sondern wenn sie zwei oder
mehreren Gattungen angehoren, aber von jeder Gattung sehr

viele Individuen vorhanden sind. (Man iibersieht sofort, daB -

ein Gemisch von Gasmolekiilen mit ungleichférmiger Ge-
schwindigkeitsverteilung nur ein spezieller Fall hiervon ist.)
Wenn die Kraftfunktion den Wert gz hat, findet man fiir ein-
atomige Gasmolekiile ‘

= Ae-k(gz+m_2c")'

Die bekannten Formeln fir das barometrische Hohenmessen,
sowie alle aerostatischen erweisen sich also ebenfalls als spezielle
Fille der Formeln fir das Wirmegleichgewicht.

VI. Auflésung der Gleichung (81) und Berechnung der
Entropie.

Wir haben bewiesen, daB fiir mehratomige Gasmolekiile
im Falle des Gleichgewichtes der lebendigen Kraft der Aus-
druck (69) verschwinden muB, daB also fir dasselbe
(81) @p(ay, a.--)pla),a)...) — @4 4,...)p4 4, ...)=0
gein muB fir alle moglichen Werte der Variabeln

(82) I T L L L [P LY (S
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Es handelt sich noch darum, eine Funktion ¢ zu finden,
welche diese Gleichung erfillt. Es ist klar, daB. wenn A die
gesamte in einem Molekile enthaltene lebendige Kraft und
Arbeit, 4 und % Konstanten sind, der Wert @ = de—** not-
wendig die Gleichung (81) erfillt. Es ist dies die Lésung des
Problemes, welche ich schon in der Abhandlung ,,Uber das
Warmegleichgewicht mehratomiger Gasmolekiile“ fand. Allein
es wire noch der Beweis zu liefern, daB dies die einzig mog-
liche Losung der Gleichung (81) ist. Wihrend dieser Beweis
fir einatomige Gasmolekille der allerleichteste Schritt ist, so
ist er hier unstreitigz der schwierigste, da es hier nicht mdg-
lich ist, die verschiedenen Gleichungen, welche die Werte der
Variabeln vor und nach dem StoBe miteinander verbinden,
wirklich allgemein anzugeben. ‘Doch liBt sich wenigstens fiir
zweiatomige Molekiille unter Voraussetzung einer bestimmten
Art der Wechselwirkung der Molekiile wihrend des Zusammen-
stoBes beweisen, daB es die einzig mogliche Lisung ist. Nehmen
wir an, jedes Molekiil bestehe aus zwei Atomen. r sei ihre
Distanz, (m[2)y'(r) die Kraft, mit der sie sich anziehen, wenn
das Molekill mit keinem anderen im ZusammenstoBe begriffen
ist, so daB (m/2)y (r) die Kraftfunktion ist. Damit die Formeln
nicht zu weitliufig werden, nehme ich an, daB alle Atome
gleiche Massen haben (der allgemeinere Fall kann dann sofort
in ganz analoger Weise berechnet werden). Die Summe des
Wertes der Kraftfunktion und der lebendigen Kraft beider
Atome eines Molekiils bleibt von einem ZusammenstoBe bis
zum npichsten konstant. Bezeichnen wir die GriBe, welche
man erhilt, wenn man diese Summe mit der halben Masse
eines Atoms dividiert, mit a, das vierfache Geschwindigkeits-
quadrat des Schwerpunktes des Molekiils mit 3, und den vier-
fachen Flachenraum, den der vom Schwerpunkte zu einem
Atome gezogene Radiusvektor in der Zeiteinheit zuriicklegt,
mit ¢, so sind @, 4, ¢ die einzigen die Natur der Atombahn
bestimmenden Integrationskonstanten. Die iibrigen bestimmen
bloB deren Lage im Raume. Man kann durch die Verbindungs-
linie der beiden Molekiile eine Ebene so legen, daB die Ge-
schwindigkeitskomponente w senkrecht zu dieser Ebene fiir
beide Atome gleich ist. Diese Ebene soll die Bahnebene
heifen. e« sei jhr Winkel mit irgend einer fixen Ebene, £ der




396 22. Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen.

Winkel zwischen ihrer Durchschnittslinie mit der fixen Ebene
und einer in der fixen Ebene gezogenen fixen Geraden. ¥ sei
der Winkel, welchen diejenige Geschwindigkeitskomponente des
Schwerpunktes des Molekiils, welche parallel der Bahnebene
ist, 0 der Winkel, welchen die Apsidenlinie der Bahnkurve der
Atome bei ihrer Bewegung um den Schwerpunkt mit der Durch-
schuittslinie der Bahnebene und der fixen Ebene einschlieBen.
Das Gas sei nach allen Richtungen gleich beschaffen; von einem
ZusammenstoBe eines Molekiils bis zum nichsten sollen sehr
viele Maxima und Minima der Entfernung seiner Atome (Apsiden-
stellungen} eintreten. Endlich soll der Winkel zweier sich
folgender Apsidenlinien in keinem rationalen Verhiltnisse zu x
stehen (mit Ausnahme unendlich weniger spezieller Bahnformen).
Dann sind @, &, ¢, w, e, 8, 7, J die im vorigen Abschuitte mit
@ a,. .. a, bezeichneten Integrationskonstanten, r ist gleich 2,
0=06r—4=28, die GroBe ¢(a,, q,...a,)da,...da, mub
dann die Form
®la, b ¢, w)sinedadbdedwdedf dy dd

haben. Infolge der Gleichberechtigung aller Richtungen im
Raume kann ¢ die Winkel ¢, 8, y nicht enthalten. Infolge
unserer Annahme iiber die Apsidenlinien sind auch alle Werte
des J gleichberechtigt. Wir wollen jetzt bloB solche Zusammen-
stoBe der Betrachtung unterziehen, bei denen w und die Bahn-
ebene fiir beide zusammenstoBende Molekile identisch sind.
Die Gleichung (81) muB fiir alle ZusammenstiBe, also auch fir
diese gelten. Nun wird aber ¢ durch die ZusammenstoBe nicht
verindert, die Gleichung (81) verwandelt sich daher in
(83) (e, b,c,w)- @ (a, ¥, ¢, )= (4, B,C,w)-p(4, B’, C, w’).

Wir wollen noch eine spezielle Annahme iiber die Wechsel-
wirkung zweier Molekiile wihrend des ZusammenstoBes machen.
Der StoB zweier Molekiile soll darin bestehen, daB ein Atom
des einen Molekiils sich mit einem des anderen wie elastische
Kugeln stoBt. (Wir bezeichnen die zusammenstoBenden Atome
als die ersten der betreffenden Molekiile) Legen wir jetat
parallel der Verbindungslinie der Centra der stoBenden Atome
im Momente des StoBes eine fixe z-Achse (jene Verbindungs-
linie soll in die Bahnebene fallen) und senkrecht darauf aber
parallel der Bahnebene eine fixe y-Achse. Im Momente des

e
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Beginnes des ZusammenstoBes seien u, v die Geschwindigkeits-
komponenten des ersten Atoms des ersten der beiden stoBenden
Molekiile in der Richtung dieser beiden Koordinatenachsen;
&, n die Koordinaten desselben beziiglich eines Systems, das
seinen Ursprung im Schwerpunkte des Molekiils hat, und dessen
Achsen parallel unseren fixen sind. 1w, v, seien die Ge-
schwindigkeitskomponenten des zweiten Atoms des ersten
Molekiils. Die Bezeichnung der auf das andere Molekil und
auf den Moment des Endes des ZusammenstoBes beziiglichen
GroBen leiten wir hieraus in der immer gebrauchten Weise
ab. Dann ist

a=u'+ o+ ul +ov] +200 4y,

b=(@u+u)l+ (o+v)+ 40,

& =u?+ 02+ ullt v24 2024y,

O = (' +u)i 4 (v + v])24 4w,
Durch den ZusammenstoB kehren sich bloB die z-Kompo-
nenten der Geschwindigkeit der stoBenden Atome um; es ist
also U=4v', U’ = u; alle anderen groBen Buchstaben haben
denselben Wert wie die entsprechenden kleinen. Es ist also

4=u?+ 0+ ul + v} +20® +u,

B =@ +u)+ (v +7,) + 4w?,

A=v?+ 02 4u4o?4 2024y,

B = (u + u)?+ (' +v)P+ 4w,
Wir wollen nun zeigen, daB, wenn belichige Werte der
GroBen
(86) a, b,c,d, ¥, ¢, w, w
gegeben sind, diejenigen von den den Zustand des Systems
im Momente des Beginnes des ZusammenstoBes definierenden
GroBen %, v, &. .., welche hierdurch noch nicht bestimmt sind,
immer so gewihlt werden konnen, daB gegebene Werte von
(87) 4, B, C, 4, B, C
nach dem StoBe zum Vorschein kommen, wenn nur die GréBen
(86) und (87) die einzige Bedingung
(88) at+ad =4+ 4,
also die Gleichung der lebendigen Kraft erfiillen, daB also

(84)

(85)
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zwischen den GroBen (86) und (87) keine andere als diese
Gleichung besteht.
Setzen wir zur Abkirzung

b—a—B+4=g, V—ad—FB+4=¢g,
so sind g und ¢’ ebenfalls gegebene GroBen.
Wir finden

g =2u (u—u), g =2u] (W —u),

daraus
f g ‘L

(89) We=n—so Uy=—5n
und folglich

A (““ "22“+"1)2
o e o

o B i B = g Vo [ - o

i J=le—Fu)

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
b—B+bV¥—B=9g+yg,

also die Gleichung der lebendigen Kraft. Diese muB erfiillt
sein. Man kann dann wz willkirlich wihlen. Die andere
Gleichung (90) bestimmt z quadratisch, die Gleichungen (89)
aber bestimmen « und »;. Die Gleichungen (89) und (90) aber
ersetzen vier der Gleichungen (84) und (85) vollkommen. Es
bleiben noch die vier anderen iibrig. Dazu kommen aber die
Gleichungen fir die ¢. Sie lauten: '
wnr=§@—m~nw—w,c=£w—w—ﬁw-ﬁx
C=fp—2)—n@W'—w), C=§0—v)—7@—u),

woraus folgt
e=C o __d=C

ur_“s S ur_u?

~was wieder zwei der Gleichungen (91) ersetzt, und # und 7’
"bestimmt. KEs bleiben noch vier der Gleichungen (84) und (85)
und zwei der Gleichungen (91) zu erfiillen, also z, B.

v+ 0! =a—ul—ul —2wl—y,
92) @+ ) =05 — (u+ u) — 4u°,

v—1 =§@+nw—qm
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Vit ol =d—u?—ul-2w2—y,
(93) @4 v)P=0—(u'+ u))t— 4w?,
v—v, = ; [¢+ n(u — )],
in welchen Gleichungen auch die » und 7 als gegeben zu be-
trachten sind, weil wir sie durch gegebene GriBen ausdriickten,
Eliminiert man aus den Gleichungen (92) die v, so bleibt eine
einzige Gleichung fiir £ welche dann auch die » zu bestimmen
gestattet; ebenso bestimmt man aus den Gleichungen (93) &,
v und »;. Wenn also nun die Gleichung (88) erfiillt ist, so
konnen wir jede der Variabeln §, %, u, v... gesondert durch
die gegebenen GréBen
(T a,b,c,w,a,b,c,w,4,B,C 4,8,
ausdriicken; zwischen den letzteren kann also nur die Glei-
chung (88) bestehen. Die Gleichung (85) muB also fiir alle
Werte der Variabeln (T), welche die Gleichung (88) befriedigen,
erfiillt sein. Es fufl also ¢ die Form 4e—"* haben. DaB
auch » in ¢ nicht vorkommen darf, beweist man leicht aus
den iibrigen ZusammenstéBen. Da schon bei den eben be-
trachteten ZusammenstoBen %, vollig willkiirlich war, und bei
Betrachtung aller Zusammenstofie natiirlich noch mehr willkiir-
liche GroBen hineinkommen, so ist es nicht wahrscheinlich,
daB fiir andere Wirkungsgesetze wihrend des ZusammenstoBes
andere Losungen miglich werden. Doch weiB ich vorliufig
kein anderes Mittel des Beweises, als daB man jedes Wirkungs-
gesetz speziell behandelt.

Indem wir als sehr wahrscheinlich annehmen, daB fir den
Fall des Warmegleichgewichtes die Funktion ¢ immer die Form
4 e~ haben muB, konnen wir jetzt die Grofe F fiir Korper
berechnen, zwischen deren Atomen sich bereits das Warme-
gleichgewicht hergestellt hat. Als den allgemein giiltigen Wert
fir F (aus dem nicht gewisse, wegen der speziellen Natur des
Problems konstante GroBen weggelassen wurden) bezeichneten
wir den Wert (79).

Wiirden wir denselben als Entropie bezeichnen, so hitte
dies jedoch den Ubelstand, daB die Gesamtentropie zweier
Korper durch eine Konstante der Summe der Entropie beider
einzelnen verschieden wire. Wir betrachten daher lieber
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folgenden, nur durch eine Konstante vom Ausdrucke (79) ver-
schiedenen:

E*=ff...fiog(§)dz1...dw,.

Hierbei ist & die gesamte Zahl der Molekiile des Gases,
fdz ...dw, die Zahl derjenigen, fir welche z,, 3, ..., zwi-
schen den Grenzen

S) 7y und 7 +dz...w, und w, + dw,
liegen. Setzen wir

dzydy,...dz, = do, dudv,...dw, =ds, L =,

8o hat /™ auch eine einfache Bedeutung. Es ist f*dsdo die
Wahrscheinlichkeit, daB ein Molekiil den Zustand (S) hat (die
Zeit, wahrend der es ihn hat, dividiert durch die ganze Zeit,
wahrend der es sich bewegte).

Es wird dann

(94) E*=Nfff*logf*dsdo.

Fiar einatomige Gase ist, wenn N die Gesamtzahl der
Molekiile des Gases, 7" der von ihnen eingenommene Raum,
m die Masse, 7 die mittlere lebendige Kraft eines Atoms ist,

= 1 -—i—;(u’+v‘+w"),
(3m

- — ¢
v 41:‘T)J'u

daher
E*=N/f[...f*logf*dzdydzdudvdw

47 T\*h 3
= — Nlog [V(W) ] —wé-N,
was, da m und N konstant sind, bis auf einen konstanten
Faktor und Addenden mit dem Ausdrucke fiir die Entropie
einatomiger Gase ibereinstimmt. Fir Gase mit r-atomigen
Molekiilen ist
f* = Ae—h(z+2%

wobei y die Kraftfunktion, Z(mc?/2) die gesamte lebendige
Kraft eines Molekiils ist. Dabei ist wegen //f*dsdo = 1

s A

3r/2 .
(%) lfe""zdo'

3
T'=gs%
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Man findet also
Sre*dg 3
(95) E*leogA-—kNT}tm—-?rN.

Unm die Beziehung der GroBe £* zum zweiten Hauptsatze
in der Form f(dQ/T) < O zu erkennen, wollen wir uns unter
einem System von 7 materiellen Punkten, wie wir es bis jetzt
betrachteten, nicht ein Gasmolekill, sondern einen ganzen
Korper vorstellen. (Wir wollen ihn das System 4 nennen.)
Mit ihm sei wihrend einer gewissen Zeit ein zweites System (B)
materieller Punkte, also ein zweiter Kérper in Wechselwirkung,
Die beiden Korper konnen von gleicher oder verschiedener
Beschaffenheit sein. Theoretisch wird der Effekt der Wechsel-
wirkung nicht bloB von der Art und Weise der Einwirkung,
sondern auch von den Phasen abhingen, in denen sich beide
Korper im Momente des Beginnes der Wechselwirkung befinden.
Hiervon ist nun erfahrungsmaBig nichts zu merken, was zweifel-
los daher rithrt, daB der Effekt der Phase durch die groBe
Anzahl der in Wechselwirkung tretenden Molekiile kompensiert
wird. (Eine shnliche Ansicht hat bereits Clausius unlingst
ausgesprochen) Um den Effekt der Phase zu eliminieren,
wollen wir statt eines Systems (A) sehr viele (), gleich-
beschaffene, aber in verschiedenen Phasen befindliche, be-
trachten, die ibrigens untereinander in gar keiner Wechsel-
wirkung stehen sollen. f(4 z,...w,) dsdo sei wieder die Zahl
der Systeme mit dem Zustande S, und wir setzen f/N = f*.
Auch von der Gattung (B) seien sehr viele Systeme vorhanden.
Eine der Funktion / analoge Bedeutung fiir dieselben habe
die Funktion f'(f,z,"...w,). Die Funktionen f* und f’ kénnen
auch diskontinuierlich sein, so daB sie nur, wenn die Variabeln
sehr nahe gewissen durch eine oder mehrere Gleichungen ver-
bundenen Werten liegen, groB, sonst aber verschwindend sind.
Als diese Gleichungen kdnnen diejenigen gewihlt werden, die
den #uBeren sichtbaren Bewegungszustand des Korpers und
die in ihm enthaltene lebendige Kraft charakterisieren, wobei
zu beachten ist, daB lebendige Kraft sichtbarer Bewegung in
ihrer Verteilung an die Atome so weit von der schlieBlich sich
bildenden stationdren Verteilung abweicht, daB sie Unendliches
in E* liefert, weshalb sie auch beim zweiten Hauptsatze als
Warme von unendlicher Temperatur zihlt. Auf jedes der

Boltzmann, Gesammelte wissensch, Abhandl. I.
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Systeme (A) soll eines der Systeme (B) wirken, und zwar soll
der Beginn der Wechselwirkung mit den verschiedensten Phasen
zusammenfallen. Alle Effekte, welche nicht von der Phase ab-
hingen, miissen dann gerade so ausfallen, als ob nur ein
System (A) auf ein System (B) in_einer beliebigen Phase wirkte,
und wir wissen, daB die Warmeerscheinungen in der Tat nicht
von der Phase abhingen. Die Funktion f kann dabei, sofern
sie nicht durch die gesamte lebendige Kraft oder sichtbare
Bewegung der Korper bedingt ist, beliebig gewahlt werden.
Die Wahrscheinlichkeit, daB ein System (A) mit dem Zu-
stande (S) mit einem Systeme (B), dessen Zustand durch ganz
analoge Bedingungen gegeben ist, in Wechselwirkung tritt, ist
wieder durch einen der Formel (52) ganz analogen Ausdruck
gegeben, woraus wie friiher bewiesen werden kann, daB die
GréBe E* nur abnehmen kaon. Nach lange fortgesetzter
Wechselwirkung (fir das Temperaturgleichgewicht) erlangt E*
sein Minimum, was eintritt, wenn allgemein ff'= FF’ ist
Wenn der Korper ruht, so ist die Losung dieser Gleichung
f*= Ae-"(z+2m_20’),

wobei f* dsdo die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein System (A)
den Zustand (S) hat. Die der Entropie aller N Systeme (A)
proportionale GréBe £ ist wieder durch die Gleichung (95) ge-
geben. Die Entropie eines einzigen Systems (A) ist daher dem
Nten Teil davon, also der GriBe

x
96) E*=fff*logf*dsda —log 4 — fff:_hx‘;: - i
proportional, was bis auf einen konstanten Faktor und Ad-
denden mit dem von mir schon in der Abhandlung ,,Ana-
lytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes aus den S#tzen iiber
Wirmegleichgewicht® (s. dort Gleichung 18) gefundenen Aus-
drucke iibereinstimmt.?)

) Vgl. hierzu die Anmerkung zu Nr.32 des II. Bandes dieser
Sammlung.

23.

Resultate einer Experimentaluntersuchung iiber das
Verhalten nicht leitender Korper unter dem Einflusse

elekirischer Krifte.)
Vorliufige Mitteilung.
(Wien. Ber. 66. S. 25‘6 bis 263. 1872.)

Wird der Raum zwischen zwei Kondensatorplatten statt
mit Luft mit einer anderen isolierenden Substanz ausgefiillt,
ohne daB sich die Distanz der Platten indert, so wird die
Kapazitit des Kondensators nach der Theorie der Dielektrizitit
D =1+ 4mwemal so groB. D bezeichnen wir als die Dielektri-
zititskonstante des Isolators. ¢ ist die von Helmholtz
(Borchardts Journal Bd. 72 S. 115) eingefithrte GroBe. Fir
Luft setzen wir D = 1. Aus dieser Theorie folgt aber noch
eine andere merkwiirdige Konsequenz, die bisher nicht bemerkt
worden zu sein scheint, nimlich daB elektrische Krifte auf
einen Nichtleiter, ohne daB sich derselbe elektrisiert, bloB ver-
mbge seiner dielektrischen Polarisation, ganz erhebliche An-
ziehungen ausiiben miissen; und zwar finde ich aus der Helm-
holtzschen Theorie, daB eine nicht leitende Kugel im homogenen
elektrischen Felde (D —1)/(D +2) mal so stark angezogen werden
muB, als eine gleich groBe leitende Kugel unter Einfluf der-
selben Krafte, wenn letztere isoliert und urspriinglich un-
elektrisch ist, so daB sie nur durch Induktion elektrisch wird.
Ich machte nun zwei Versuchsreihen. Bei der ersten wurden
zwischen zwei Kondensatorplatten méoglichst planparallele
Platten verschiedener isolierender Substanzen gebracht. Der
Kondensator wurde mit einer Daniellschen Batterie geladen,
seine Kapazitit sowohl wenn Luft als auch wenn der Isolator

’) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 9. S.141. 10. Oktober 1872.




